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1. Si f : R→ R es una función continua y F : R→ R es definida por

F (x) =


1

2x

∫ x

−x
f(t) dt , x 6= 0

f(0) , x = 0

Analizar la continuidad de F en x0 = 0.

Solución: Al tomar ĺımite a F cuando x se acerca a 0, se tiene que

ĺım
x→0

F (x) = ĺım
x→0

∫ x

−x
f(t)dt

2x

= ĺım
x→0

f(x)− f(−x) · −1

2

= f(0), (8 puntos)

de donde ĺım
x→0

F (x) = F (0) y por lo tanto F es continua en x0 = 0. (2 puntos)
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2. Sean x, y y z funciones derivables en la variable t tales que para todo t

x3 − 2xy + y2 + 2xz − 2xz2 + 3 = 0,
dx

dt
= 3 y

dy

dt
= 4.

Hallar los dos valores de
dz

dt
cuando x = 1 e y = 2.

Solución: De la relación entre x, y y z se tiene que

x3 − 2x(y − z + z2) + y2 + 3 = 0,

y si x = 1 e y = 2 se obtiene z2 − z − 2 = 0, es decir, z = −1 y z = 2. (4 puntos)

Por otra parte, de la relación de antes, al derivar impĺıcitamente con respecto a t

3x2
dx

dt
− 2

dx

dt

(
y − z + z2

)
− 2x

(
dy

dt
− dz

dt
+ 2z

dz

dt

)
+ 2y

dy

dt
= 0. (4 puntos)

De la última igualdad, como
dx

dt
= 3 y

dy

dt
= 4, al considerar x = 1, y = 2 y z = −1

se tiene que
dx

dt
=

7

6
y al considerar x = 1, y = 2 y z = 2 se tiene que

dx

dt
= −7

6
.

De lo anterior, se ha llegado entonces a que
dz

dt
= ±7

6
. (4 puntos)
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3. Calcular el área de la región interior a la cardioide r = 4 + 4 cos θ y exterior a la
circunferencia r = 6.

Solución: Como las curvas se intersectan cuando θ = ±π
3

y dada la simetŕıa de los

gráficos, el área de la región

está dada por

A =

∫ π/3

0

[
(4 + 4 cos θ)2 − 62

]
dθ (6 puntos)

=

∫ π/3

0

[8 cos(2θ) + 32 cos θ − 12] dθ

= 18
√

3− 4π. (6 puntos)

3



4. Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie
+∞∑
n=2

(x− 6)n

n3 + n
.

Solución: Para x = 6, la serie converge a cero.

Para x 6= 6, definiendo

L := ĺım
n→+∞

∣∣∣∣ (x− 6)n+1

(n+ 1)3 + n+ 1

n3 + n

(x− 6)n

∣∣∣∣ = |x− 6| (4 puntos)

por el criterio del cuociente se tiene que la serie converge si

L < 1⇔ |x− 6| < 1⇔ 5 < x < 7

y se tiene que la serie diverge si L > 1 ⇔ |x− 6| > 1 ⇔ x ∈ ]−∞, 5[ ∪ ]7,+∞[, de
donde, el radio de convergencia es R = 1. (2 puntos)

Si x = 5, se tiene la serie alternada
+∞∑
n=2

(−1)n

n3 + n
, la cual por el criterio de Leibniz con-

verge, pues la sucesión
1

n3 + n
es positiva, decreciente y converge a cero. (4 puntos)

Si x = 7, se tiene la serie
+∞∑
n=2

1

n3 + n
. Como 0 ≤ 1

n3 + n
≤ 1

n3
∀n y la serie

+∞∑
n=1

1

n3

converge (serie p con p = 3 > 1), por criterio de comparación directa, se tiene que
+∞∑
n=1

1

n3 + n
converge. (4 puntos)

De lo anterior, el radio de convergencia es R = 1 y el intervalo de convergencia es
I = [5, 7]. (2 puntos)
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5. Sabiendo que, para x ∈ ]−1, 1[, se tiene que
+∞∑
n=1

xn =
x

1− x
, calcular la suma de la

serie
+∞∑
n=1

n

3n−1
.

Solución: Al derivar término a término en la serie geométrica, se tiene que

d

dx

(
+∞∑
n=1

xn

)
=

+∞∑
n=1

nxn−1,

y por lo tanto, como
d

dx

(
x

1− x

)
=

1

(x− 1)2
, para x ∈ ]−1, 1[ es válida la igualdad

+∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(x− 1)2
. (5 puntos)

Al considerar en esta última igualdad el valor x =
1

3
, se observa que

+∞∑
n=1

n

3n−1
=

9

4
. (5 puntos)
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