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Introduccion.

Este texto fue creado como una ayuda para el estudiante que enfrenta las
matematicas de primer ano de Universidad. La dindmica consiste fundamentalmente en
explicar los contenidos a través de ejercicios, los cuales el estudiante debe ir resolviendo
en la medida que lee el texto. La idea es ir resolviendo estos ejercicios en base a la
intuicién y a algunos conocimientos previamente adquiridos. La buena comprensiéon
de la resolucion de los ejercicios permite luego generalizar lo aprendido, estableciendo
definiciones y teoremas. El texto pretende que el estudiante use mecanismos lo menos
posible, privilegiando el desarrollo de los problemas de forma razonada e intuitiva.
Se pretende también en el texto, usar la formalidad matemaética justa y necesaria,
adoptando un lenguaje mas cercano a aquella persona que no sabe Matemética, y que

desea aprenderla. En definitiva, se busca acercar la Matemética a la gente.

En este primer tomo, el texto trata las siguientes 6 unidades:

Capitulo 1: Logica y Conjuntos

Capitulo 2: Conjuntos numéricos

Capitulo 3: Proporcionalidad

Capitulo 4: Numeros reales y lenguaje algebraico

Capitulo 5: Induccién Matemaética, progresiones y teorema del binomio

Capitulo 6: Geometria Analitica
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En el capitulo 1, se aborda fundamentalmente todo el formalismo matematico necesario
para unidades posteriores. En los capitulos 2 y 3, el centro son los conjuntos numeéricos
y su operatoria, mas aplicaciones. En los capitulos 4, 5 y 6 ya nos adentramos en el
mundo del Algebra, sin olvidar lo aprendido en los capitulos anteriores, comprendiendo
y luego aplicando las técnicas aprendidas en diversas situaciones, algunas de indole
matematica y otras en situaciones de contexto. Ademas, al final del texto aparecen las

respuestas de los ejercicios propuestos.

Finalmente quisiera agradecer a la Direcciéon de Docencia, a la Facultad de Ciencias
Fisicas y Matemaéticas y a todas aquellas personas que me ayudaron a realizar este

texto, sin ustedes este proyecto no hubiese llegado a buen puerto.
Espero disfruten este texto, el sacrificio del autor esta plasmado en estas paginas.

Francisco Toledo Onate.



Capitulo 1
Logica y Conjuntos.

1.1. Introduccidn.

En este capitulo, en primer lugar, abordaremos la l6gica proposicional, cuyo concepto
fundamental es el de proposicion. Dos ejemplos de proposiciones, las cuales son

denotadas por p y por ¢ respectivamente, son

p: 29 es un nimero primo,

¢ : Ningtn nimero natural impar es miltiplo de 2.

También estudiaremos los conectivos logicos, los cuales nos permiten formar una
proposicion a partir de una o varias proposiciones. Estos se denotan por ~,A,V,—

y <> v se leen como “no”, “y”, “o”, “entonces” y “si, y so6lo si”, respectivamente.

Las proposiciones formadas con conectivos logicos, reciben el nombre de proposicion

compuesta. Un ejemplo es

la cual se lee como

si 3% = (—3)? entonces 3 = —3.



8 CAPITULO 1. LOGICA Y CONJUNTOS.

A continuacién, estudiaremos las funciones proposicionales, Un ejemplo es la funciéon

proposicional denotada por p(x), la cual es
p(z):2? >0,

siendo x un numero real. Junto con ellas, abordaremos los cuantificadores logicos, los
cuales nos permiten expresar si una funcién proposicional es verdadera para algin, sélo
uno, o para todos los elementos de un determinado conjunto universo. Cabe mencionar
que todo el simbolismo estudiado aqui es la base de la sintaxis matematica, por lo que

su buena comprension es importante para el estudio de unidades posteriores.

En segundo lugar, estudiaremos todo lo vinculado a conjuntos, las relaciones entre
ellos y algunos ejemplos particulares. Estudiaremos como obtener la interseccion, union
y diferencia de conjuntos, también el complemento de un conjunto. Un problema
interesante abordado en esta seccidon, es determinar el conjunto interseccion, o sea de

los elementos comunes, de

A ={z € N:z es multiplo de 4}

B = {x € N: z es multiplo de 6},

mencionando la caracteristica que define a los elementos de este conjunto, es decir,

definiéndolo por comprension.

Ademés, entre otras cosas, analizaremos cuando un conjunto es subconjunto de otro,

y demostraciones de propiedades vinculadas con conjuntos.
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1.2. Proposiciones.

Ejemplos de proposiciones:

Hoy es Sébado.
= (—4)® = 16.

» —42 = 16.

29 es un nimero primo.
2
—=0.

0

Ejemplos de sentencias que no son proposiciones:
= ;Como te llamas?

= jCallate!

s Buenas tardes a todos.

Definiciéon 1.2.1. Una proposicion es una aseveracion que posee un unico valor de
verdad. Es decir, es una aseveracion que, o bien es verdadera, o bien es falsa. Una

proposicion se denota usualmente por alguna de las letras minusculas p,q,r, s, etc.

Ejercicio 1.2.1. Determine el valor de verdad de las proposiciones del ejemplo inicial:

s Hoy es Sabado.

Solucién. Depende del dia en que lo leas. Yo lo estoy escribiendo un dia sabado,
por lo que para mi es verdadero. El valor de verdad que ta le das dependera del

dia en que lo estas leyendo.

= (—4)% = 16.

Solucién. Note que (—4)2 = —4-—4 = 16, por lo que la aseveracion es verdadera.
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—42 = 16.
Solucién. Note que —4? = —(4-4) = —16 # 16, por lo que la aseveracion es
falsa.

29 es un numero primo.

Solucién. Recordemos que un ntmero primo es nimero natural mayor a 1, el
cual es s6lo divisible por 1 y por si mismo. El ntimero 29 cumple esta condicién.

De este modo, la aseveracion es verdadera.

Z—o.
0

Solucién. Para analizar su valor de verdad, consideremos el siguiente razona-

miento. Si tenemos la division:

° = para obtener su resultado, nos preguntamos jcuantos 5 debo sumar para

obtener 157 La respuesta es 3, por lo que % = 3.

° g, para resolverlo nos preguntamos,;cuantos 2 debo sumar para obtener un
07 La respuesta es 0, es decir, g =0.

° i para resolverlo nos preguntamos, ;cuéntos 0 debo sumar para obtener un
27 Sin importar las veces que se sume 0, el resultado siempre serd 0, por lo

2
que podemos de este modo argumentar que 0 no esta definido. Asi, nuestra

aseveracion es falsa.

Conectivos logicos.

partir de una o varias proposiciones dadas, se puede formar una proposicion,

usando alguno de los llamados conectivos 16gicos. La proposicion obtenida recibe

el nombre de proposicion compuesta. Cuando una proposicion no tiene conectivos

logicos, recibe el nombre de proposicion simple (como las estudiadas hasta ahora en

este capitulo). Analizaremos todo esto a continuacion.
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1.3.1. Negacion.
Consideremos la proposicion
p : Superman tiene capa roja.
La negacion de p, la cual es denotada por ~ p, es
~ p: Superman no tiene capa roja.

En general, tenemos que

Definicién 1.3.1. Dada una proposicion simple p, su negacton es la proposicion

denotada por ~ p, la cual es falsa si p es verdadera y es verdadera si p es falsa.

Ejercicio 1.3.1. Determine el valor de verdad y escriba la negacion de cada proposicion

stguiente.

a) p: Paris estd en América.

Solucién. Su valor de verdad es falso y su negacion, la cual es verdadera, es

~ p : Paris no estd en América.

b) r:1+2+3+4+...+99+ 100 = 5050.

Solucioén. Para determinar el valor de verdad de r, razonemos como lo hizo el
pequeno Gauss: agrupamos los sumandos en parejas, especificamente, el 1 con el
100, el 2 con el 99, el 3 con el 98, ..., el 48 con el 53, y el 49 con el 52, y el 50 con

el 51. Es decir, formamos 50 parejas, donde cada una de ellas suma 101. Luego

14+2+34+4+...4+99+ 100
= (14100) + (2+99) + (34+98) + ...+ (49 + 52) + (50 + 51)
=50-101

= 5050.
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De este modo, r es verdadera y su negacion, la cual es simplemente
~r:l1+24+3+44...499+ 100 # 5050,

es falsa.

¢) q: todas las ciudades de Chile tienen mall.
Solucién. La proposicion es falsa. Su negacion es
~ ¢ : no todas las ciudades de Chile tienen mall,
o también puede ser
~ ¢ : existen ciudades de Chile que no tienen mall.

Con cualquiera de las dos formas expuestas, su negaciéon es falsa. O

Podemos completar la denominada tabla de verdad de la negacion. Para comenzar,
consideramos una tabla, en la cual en la primera columna tenemos una proposicioén p
cualquiera, y hacia abajo las opciones de valores de verdad que ésta tiene: verdadero

(V) o falso (F). En la segunda columna, consideramos su negacion ~ p:

p|~P
v
F

Ahora completamos cada fila. En la primera fila, si p es V, entonces su negaciéon es F’:

S
2
S

=
2
S
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1.3.2. Conjuncidn.

Considere las proposiciones

p : Neruda es chileno

q : Garcia Mérquez es colombiano

La conjuncién de p y ¢, la cual es denotada por p A ¢, y es leida como “p y ¢”, es la

proposicion
p A q : Neruda es chileno y Garcia Marquez es colombiano.

Definicién 1.3.2. Dadas dos proposiciones p y q, la conjuncion de ellas es la
proposicion denotada por p A q, la cual se lee como “p y q7, y es verdadera sélo cuando

ambas proposiciones p y q son verdaderas.

Ejercicio 1.3.2. Sean p : 6 es mailtiplo de 12 y q : 6 es multiplo de 3. Obtenga la

conjuncion p \ q y determine su valor de verdad.
Solucién. Se tiene que
pAq: 6 es miltiplo de 12 y de 3.
Como p es verdadera y q es falsa, entonces p A q es falsa. O

Completemos la tabla de verdad de la conjuncion. Sean p y g dos proposiciones
cualesquiera. En este caso, consideramos tres columnas, una para p, otra para q y
la ultima para p A q. Los casos posibles son 4: ambas verdaderas, s6lo una de ellas
verdadera, o ambas falsas. Para escribir de forma ordenada los casos, en la columna de
p, consideramos dos V' y dos F' hacia abajo; y en la columna de ¢ los V' y F' van de uno

en uno. Asi obtenemos:
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PAq

SEECHESRESRES
SEESHIESE IS P

Para completar la tercera columna, completamos esta observando lo que pasa con
py q en cada fila. De acuerdo a la definicion, sélo en la primera fila va un V', en todas

las otras va un F', obteniendo

SHESERRERES
< m e

S| i <>

1.3.3. Disyuncioén.
Considere las proposiciones

p : Neruda es chileno

q : Neruda es boliviano.

La disyuncién de p y ¢, la cual es denota por p V ¢, y es leida como “p o ¢", es la
proposicion

pV q : Neruda es chileno o boliviano.
Definicion 1.3.3. Dadas dos proposiciones p y q, la disyuncion de ellas es la

proposicion denotada por pV q, la cual se lee como “p o q", y es verdadera sélo cuando

al menos una de las proposiciones p y q es verdadera.

Ejercicio 1.3.3. Sean p:6 > 1 y q: 6 = 1. Obtenga la disyuncion pV q y determine

su valor de verdad.
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Solucidén. Note que p es verdadera y q es falsa. Su disyuncion es

pVg:6>1V 6=1,
la cual es verdadera. Esta disyuncién se puede simbolizar como

pVaq:6=>1.

Observacién 1.3.1. En general, para x e y nimeros reales, la expresion
T 2>y

representa la disyuncion

r>y V x=1y.
Ejercicio 1.3.4. Determine el valor de verdad de
a) 4> 4.
Solucidén. La proposicion es equivalente a
4>4 v4=4
Note que 4 = 4 es verdadera. De este modo, 4 > 4 es verdadera.
b) 3> 5.
Solucién. La proposicion es equivalente a
3>5 V3=5h.

Como ninguna de las dos proposiciones que componen la disyunciéon es verdadera,

entonces 3 > 5 es falsa. ]

Obtengamos la tabla de verdad de la disyuncién. Sean p y ¢ dos proposiciones sim-

ples. Las dos primeras filas son idénticas a la tabla de la conjuncién:
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PVyq

SEECHESRESRES
SEESHIESE IS P

Completamos por fila, teniendo en cuenta que p V ¢ es verdadera sb6lo cuando al

menos una de las proposiciones p y g es verdadera:

pVvy

S5 IS T S B I~
oS SR
oS S S <

1.3.4. Condicional.

Considere las proposiciones

p : el dado cayo en 6

q : el dado cay6 en un ntimero par.

La proposicién condicional p — ¢, la cual se lee como “si p entonces ¢”, es
p — q : Si el dado cayd en 6 entonces cayo en un nimero par.
En este caso, p se denomina antecedente y g se denomina consecuente.

Por otro lado, consideremos las proposiciones

p : el dado cayd en 6

r : el dado cayd en un ntimero impar.
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En este caso, la proposicion condicional p — r es
p — r: Si el dado cay6 en 6 entonces cay6 en un niimero impar.

Definiciéon 1.3.4. Dadas dos proposiciones p y q, la proposicion condicional de p y q,
en ese orden, es la proposicion denotada como p — q, la cual se lee como “si p entonces
q”, donde p recibe el nombre de antecedente y q recibe el nombre de consecuente.

Esta proposicion es falsa solo cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es

falso.

Ejercicio 1.3.5. Sean p : (—3)2 =32y q:—3 = 3. Obtenga la condicional p — q y

determine su valor de verdad.
Solucién. En este caso,
2 2
p—q:(=3)"=3"—-3=3,
o con palabras
p— q:si(—3)* = 3% entonces — 3 = 3.

Como el antecedente p es verdadero y el consecuente ¢ es falso, entonces la proposicion

es falsa. O

Completamos su tabla de verdad:

p|l4q|pP—4q
VIV
VIF
F |V
F|F
la cual, segtin lo mencionado es
p—4q

SEESERSEESEES
o< < e

< <= <!
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Consideremos nuevamente las proposiciones

p : El dado cay6 en 6,

q : El dado cay6 en un nimero par

p — q : Siel dado cay6 en 6 entonces cay6 en un niimero par.

Si suponemos que el antecedente es verdadero, entonces el consecuente es verdadero,

por lo que esta proposicién es verdadera.

El reciproco de p — ¢ es la proposicion
q — p : Si el dado cayé en un ntimero par entonces cayo6 en 6,

Note que en este caso, si suponemos que el antecedente es verdadero, entonces el
consecuente puede ser verdadero o falso, por lo que esta aseveracion puede ser verdadera

o falsa.

Por otro lado, el contrareciproco de p — ¢, es la proposicién
~ q —~ p: Siel dado no cay6 en un ntimero par entonces no cayo en 6,
la cual es siempre verdadera, al igual que p — q.
En general, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.3.5. Sean p y q dos proposiciones simples. Dada la proposicion

condicional p — q. Se tiene que:
= su reciproco corresponde a la proposicion q — p.
= su contrareciproco corresponde a la proposicion ~ q —>~ p.

Observacion 1.3.2. Observando el ejemplo anterior, dadas dos proposiciones p y g,
pareciera que p — ¢ y su contrareciproco ~ ¢ —~ p tienen siempre el mismo valor de

verdad. ;Sera esto siempre asi? Recordemos que la tabla de verdad de p — ¢ es
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(1.3.1)

SHECEESEESRES
<< e
< < (=<l

Completemos la tabla de verdad de su contrareciproco ~ ¢ —~ p. Para ello

consideramos la tabla

SHECEESEESRES
SHESHIESH RS P

La tercera columna, corresponde a la negaciéon de p, por lo tanto sus valores de
verdad en cada fila, corresponden al valor de verdad opuesto de la proposicion p,

analogamente para ~ ¢. De este modo, obtenemos:

SEIIRRES
SHESEESE SRS
<|<|=|=
<|=m|<|=

La quinta columna la completamos con la informacion obtenida en la tercera y cuarta
columna, tomando en cuenta que una proposicién condicional es falsa s6lo cuando el

antecedente es verdadero y el consecuente es falso. Asi, la tabla queda como
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plq|~p|~q|~q—=~Dp

V|iV|F|F 1%

V|F| F |V F (1.3.2)
FlV|V | F 1%

F|F|V |V F

Observamos que las tablas (??) y (??) son idénticas en su tltima columna, por lo
que las proposiciones p — q y ~ q¢ —~ p tienen el mismo valor de verdad. Por esta

razon, decimos que p — q y ~ ¢ —~ p son proposiciones equivalentes.

Definicion 1.3.6. Sean A y B dos proposiciones compuestas, cada una construida con
las proposiciones simples p1,pa,...pn. Se dice que A y B son equivalentes, si A y B

poseen los mismos valores de verdad, independiente de los valores de verdad fijos de

P1,P2;-- - Pn-

1.3.5. Bicondicional.

Consideremos las proposiciones

p : la moneda cae en cara

q : la moneda no cae en sello.

La proposiciéon bicondicional p <> ¢ es
p <> q : la moneda cae en cara si, y so6lo si, no cae en sello.

Definiciéon 1.3.7. Dadas dos proposiciones p y q, la proposicion bicondicional de p y
q, es la proposicion denotada como p <> q, la cual se lee como “p si, y solo si, q”. Fsta
proposicion es verdadera solo cuando tanto p como q poseen el mismo valor de verdad,

es decir, cuando ambos son verdaderos, o ambos son falsos.
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Segiin lo mencionado en la definicién, la tabla de verdad de p <+ q es

pla|peg
VIiV| Vv
VIF| F
F|lV| F
F|F| V

Para las proposiciones

p : la moneda cae en cara

y
q : la moneda no cae en sello,
formamos
p — q : si la moneda cae en cara, entonces no cae en sello
y

q — p :si la moneda no cae en sello, entonces cae en cara.

Luego, formamos la proposicion

(p—=a) N (g=p);
la cual en nuestro caso es,
p—=q) A (g—p):
(si la moneda cae en cara, entonces no cae en sello)
y (si la moneda no cae en sello, entonces cae en cara).

Veremos que esta proposicion es equivalente a
p <> q : la moneda cae en cara si, y s6lo si, no cae en sello.

En realidad, probaremos en general que, dadas dos proposiciones p y ¢, se tiene que
p <> q es equivalente a (p — q) A (¢ — p). Veamos como hacerlo. Construimos la tabla

de verdad de

(p—>q) A (g—p).
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Se tiene que

pllp—=q AN (¢—p)

SHESEESRERES
SHESEESE RSN IS

S| <|=(=4

S| | <<

A
v
F
F
V

Vemos que los valores de verdad obtenidos en la tltima columna, son los mismos

que los valores de verdad de p <+ ¢, més especificamente,

(p—>a) N (¢—Dp),

es verdadero, s6lo cuando p y ¢ tienen el mismo valor de verdad. De este modo, las

proposiciones en cuestiéon son equivalentes.

Ejercicio 1.3.6. Sean p : (—3)2 =32 y q: —3 = 3. Obtenga el bicondicional p <> q y

determine su valor de verdad.

Solucién. La bicondicional pedida es
perq: (=37 =3 —3=23,

la cual es falsa, dado que p es verdadero y q es falsa. Otra forma de determinar el valor

de verdad de p <+ ¢, es escribirla como

p—>q N q—Dp,

lo cual en este caso corresponde a

Como

es falsa, entonces p <+ ¢ es falsa. O
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Observacion 1.3.3. Anteriormente, vimos que p — ¢ y su contrareciproco ~ ¢ —~ p
tienen el mismo valor de verdad, por lo que se dicen proposiciones equivalentes. De este

modo, el bicondicional
(p = q) < (~q—=~p),

siempre es verdadero, dado que p — q¢ y ~ ¢ —~ p son o ambas verdaderas, o ambas

falsas, segiin sea el caso. Analogamente el bicondicional

g < p—9 A (g—Dp)],
es siempre verdadero, dado que las proposiciones que lo componen son equivalentes.

Generalizamos la idea expresada en la observacion anterior, obteniendo otra forma

de probar que dos proposiciones son equivalentes.

Proposicion 1.3.8. Dos proposiciones A y B se dicen equivalentes si, y sdlo si,
A+ B,

es siempre verdadero, independiente de los valores de verdad de A y de B.

Definicién 1.3.9. Una proposicion compuesta, independiente de los valores de verdad

de las proposiciones simples que la componen, se dice:

» Tautologia, si ella es siempre verdadera.

s Contradiccion, si ella es siempre falsa.

s Contigencia, st no es tautologia ni contradiccion.
Observacién 1.3.4. Se tiene que:

= Si la proposicion A — B es una tautologia, se escribe A = B y se lee “A implica

B”.

= Si la proposiciéon A <> B es una tautologia, se escribe A < B y en este caso A es

equivalente a B.
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Observacion 1.3.5. En base a la observacion anterior, se puede afirmar que
(p—=q) & (~qg—=~p),
y que

pegelp—a9) N (@—p).

1.3.6. Algunas equivalencias importantes.

Considere la proposicion
~(p—q)
y la proposicion
PN ~q

Proponemos verificar que estas dos proposiciones son equivalentes, es decir, que

~(p—=q PN ~q) (1.3.3)

es una tautologia. Para comprobar esto, hacemos la tabla de verdad de (??), la cual es:

plq|~p|~q|p—q|A~(p—q |B:pN ~q| A< B
ViV F | F 1% F F 1%
VIF| F |V F 1% 1% 1%
F|\V|V |F F 1% 1% 1%
FI\F|V |V F 1% F 1%

De este modo, las proposiciones ~ (p — ¢q) y p A ~ ¢ son equivalentes. O sea,

~(p—=q e PN ~aq), (1.3.4)

Esta equivalencia la interpretamos del siguiente modo: la negacion de una proposiciéon
condicional corresponde a la conjuncion entre el antecedente y la mnegacion del

consecuente.
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Ejercicio 1.3.7. Considere las proposiciones p : Chile estd en Sudamérica

y q : Santiago estd en Sudamérica. Obtenga p — q, su valor de verdad y su negacion.

Solucién. Se tiene que
p — q : Si Chile estd en Sudamérica, entonces Santiago también lo esta,

la cual es verdadera, dado que p y ¢ son ambas verdaderas. Por otro lado, dado que

~p—=qg e N ~a), (1.3.5)

entonces la negacion de nuestra proposicion es
~ (p — q) : Chile esta en Sudamérica y Santiago no lo esta,

la cual es evidentemente falsa. O
Teorema 1.3.10. (Resumen con algunas equivalencias importantes)

» Negacidn de la negacion: ~ (~p) < p

» [dempotencia: p Ap <= p, pVp<SDp

s Conmutatividad de la conjuncion: p ANq< qAp

s Conmutatividad de la disyuncion: pV q< qV p

= Conmutatividad del bicondicional: p <+ q < q <> p

» Asociatividad de la conjuncion: pA(gAr) < (pAg) Ar

» Asociatividad de la disyuncion: pV (qVr) < (pVq) Vr

» Asociatividad del bicondicional: p <> (¢ <> 7r) < (p+<>q) < r

» Distributividad de la conjuncion con respecto a la disyuncion:

pA(gVr)e (pAgV(pAT)
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Distributividad de la disyuncion con respecto a la conjuncion:

pVigAr) & (pVg A(pVr)

Negacion de la conjuncidn: ~ (p A q) <~ pV ~ q

Negacion de la disyuncion: ~ (pV q) &~ pA ~q

Negacion del condicional: ~ (p — q) < pA ~q

Veamos como demostrar propiedades de la logica proposicional, similares a las vistas

recién.
Ejercicio 1.3.8. Demuestre que
(p—=q) = (~pAg).
Solucién. Podemos demostrar de dos formas:
= Primera forma: hacemos la tabla de verdad de
(p—=aq) < (~pAa), (1.3.6)

y en la ultima columna de la derecha debemos obtener solo valores V.

Como tenemos dos proposiciones simples p y ¢, entonces tenemos 22 = 4 casos
(en general, si tenemos n proposiciones simples, entonces tenemos 2" casos). La

tabla inicialmente queda como

~p|lA:p—>q|B:~pVq| A+ B

SEESEESRESEES
v < || <=

Observando la tabla anterior, vemos que para llevar un orden, en la primera fila

consideramos de izquierda a derecha:
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e Primero las proposiciones simples.

e Después las negaciones de estas proposiciones, si es que las hay.

e Después las proposiciones compuestas que estan entre paréntesis.

e Finalmente la proposicién completa.
(Estas observaciones son ttiles, en general, para cualquier tabla de verdad que
usted realice).

Completamos cada columna, de acuerdo a los valores de verdad p y ¢, o de alguna
otra columna anterior, y ademés considerando el conectivo logico en cuestion. La

tabla completada es

plqgq|l~p|lA:p—=>q|b:~pVqg| A< B
ViV | F Vv V Vv
VIF| F F F Vv
F\V |V Vv Vv V
F|F|V Vv V V

De este modo, (??) es una tautologia, y nuestra aseveracion queda demostrada.

= Segunda forma: usamos propiedades. Partimos de un miembro de la equivalencia

(p—q) & (~pVa),

para llegar al otro miembro a través de una cadena de equivalencias.

Partimos desde ~ p V q. De la negacion del conectivo “0”; se tiene que ~ pV q es
equivalente a

~ (pA ~ q). (1.3.7)

Pero la proposicion que esta dentro de este ultimo paréntesis, corresponde a la

negacion de p — ¢, por lo que (??) es equivalente a

~ (~(p—q).
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Es decir, es equivalente a
p—4q,

tal como queriamos. Todo lo hecho, se resume del siguiente modo:

~pVqen~ (pA ~ q) (Negacion de la conjuncion)
&~ (~ (p— q)) (Negacion del condicional)

< p — q (Negacion de una negacion).

Ejercicio 1.3.9. Demuestre que
[(p=a)Alg—=r)]=(p—r)

Solucién. Debemos probar que
[(p=a)A(g—=r)]—=(p—7)

es una tautologia. Para ello construimos su tabla de verdad. Como tenemos 3
proposiciones simples (p,q y r), entonces tenemos 2% casos. La tabla, en una primera

etapa, corresponde a

A:p—=q|B:gq—=r|AANB|C:p—r|(AANB)—>C

<

IR R SR RN N ESRES
SRR ESH RS R R N RS S
S| m < m S m<

Para ser ordenado en los casos, en la columna de p, se colocan los V' 'y F' de 4 en 4;

en la columna de ¢, se colocan los V' 'y F de 2 en 2; y en la columna de r se colocan
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de 1 en 1. Luego, completamos cada columna, de acuerdo a los valores de verdad de
p,q y r segin corresponda, y segin los valores de verdad de acuerdo al conectivo logico

respectivo. Luego, la tabla queda como

Sy

—C

<

Aip—>q|B:q—r | A
% 1%

C:p—=r|(AA
Vv

=

S5 He> I s B Mo [ R S R B N S
ST e I N B S S A S
SSRGS RO R
SIS S S| "<
SIS |m IS SIS ™
ARSI S B T e B e T e B B g
SIS S S| "™
R R R R

Como en la ultima columna tenemos sélo V', entonces nuestra aseveracion es una

tautologia. O

1.4. Funcién proposicional.
Considere el conjunto U = {2,7,8,17,21}. Consideramos la expresion
p(z) :  es un nimero primo.

Cada vez que reemplazamos x por un elemento de U, obtenemos una proposicion, la

cual es verdadera o falsa, segin sea el caso. Asi, tenemos
= p(1) : 2 es un namero primo, la cual es verdadera.
» p(7) : 7 es un nimero primo, la cual es verdadera.

= p(8) : 8 es un namero primo, la cual es falsa.

p(17) : 17 es un nimero primo, la cual es verdadera.
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» p(21) : 21 es un nimero primo, la cual es falsa.

De este modo, el conjunto de todos los elementos x de U que hacen verdadera p(z), es
V,={2,7,17}.

La expresion p(x) se denomina funcién proposicional y V, se denomina conjunto

de validez de p con respecto al conjunto U.

Definicién 1.4.1. Una funcion proposicional p es una expresion que depende de
una o mdas variables, y que se transforma en una proposicion cuando reemplazamos
cada variable por algin elemento de un determinado conjunto universo U. El conjunto
de validez de p, denotado por V,, consiste en todos los elementos de U que hacen

verdadera la funcion proposicional p.

Ejercicio 1.4.1. Sea U = {-2,—1,0,1,2,3}. Para cada funcidn proposicional

stquiente, determine su conjunto de validez en U.
x
a) p(z): 5 € Z.

Solucidn. Se tiene que V,, = {—2,0,2}. Es decir, efectivamente existen elementos
de U para los cuales la funcion proposicional es verdadera. Para denotar este
hecho, usamos el cuantificador existencial denotado por 4. Es decir, decimos
que

aer:geZ,

lo cual se lee como
“Existe al menos un elemento x de U, tal que g es un ndmero entero.”
b) q(x): 2% < 16.
Solucién. Se tiene que

V,={-2,-1,0,1,2,3} = U.
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De este modo, todos los elementos de U hacen verdadera la funcién proposicional.
Para representar este hecho, usamos el cuantificador universal denotado por
V. Decimos entonces que

Vo e U : z? < 16,

lo cual se lee como

“Para todo elemento x de U, se tiene que 22 es menor que 16.”
¢) r(z):2?=0.
Solucién. La ecuacion 22 = 0 tiene como tinica soluciéon a x = 0. De este modo,
Vv, ={0}.

En este caso, usamos el cuantificador existencial denotado por 3!. Decimos
que

Nz ecU:z*=0,

lo cual se lee como

“Existe un tinico elemento x de U tal que 22 = 0.”

1.4.1. Cuantificadores logicos.

Definicién 1.4.2. Para indicar que una funcion proposicional es verdadera para:

» todos los elementos de un determinado conjunto U se usa el cuantificador

universal denotado por V, el cual se lee como “para todo” o “cualquiera sea”.

Ejemplo: Vz € R : 22 > 0.

s algin elemento de un determinado conjunto U se wusa el cuantificador
existencial denotado por 3, el cual se lee como “existe un”, “existe al menos
un” o “existe algun”.

Ejemplo: 3z ¢ R : 2% = 4.
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un unico elemento de un determinado conjunto U se usa el cuantificador

existencial denotado por 3!, el cual se lee como “existe un unico”.

Ejemplo: 3z e R: 22 = 0.

Ejercicio 1.4.2. Obtenga el valor de verdad de

a) Ve € R: 2% > 0.

Solucién. La aseveracion nos dice que todos los numeros reales cumplen que
su cuadrado es positivo. Note que, si # = 0 entonces 22 = 0. De este modo, la
proposicion es falsa.

En este caso, decimos que x = 0 es un contraejemplo para la aseveracion dada.

Por otro lado, note que la proposiciéon
GreR: 22 < 0,
es verdadera.

JreR:x? <.

Solucién. Buscamos ntmeros reales cuyo cuadrado sea menor que el mismo

namero. Si r = % = 0.5, entonces

1
2? == =0.25.
4
Es decir, cuando = = %, entonces 22 < x. De este modo, la aseveracién es

verdadera.

neN:n<l.

Solucién. Note que no existe ningiin niimero natural menor que 1. Por lo tanto,

la aseveracion es falsa. La aseveracion
VneN:n>1

si es verdadera.
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d) lzeR:2?=4.

Solucién. Note que 22 = 4 cuando x = 2 0 x = —2. De este modo, la aseveracion

es falsa. En este caso, es verdadera la proposicion
JreR,IyeR:x#y A (22 =4 A y* =4),
dado que esta se cumple con z =2 e y = —2.
e) AneN:n+2=0.

Solucién. Note que n + 2 = 0 cuando n = —2. De este modo, la proposicion es

falsa. Es verdadera la proposicion

VneN:n+2+#0.

O
Ejercicio 1.4.3. Determine el valor de verdad de cada proposicion siguiente.
a) Ve R:2z+1=5—a2=2.
Solucién. Para la funcién proposicional
2w+1=5-—1z=2 (1.4.1)

suponemos que el antecedente es verdadero, para x € R. Es decir, suponemos que

2x+1=5 (1.4.2)

para algiin = € R. Resolviendo la ecuacion (?7?), obtenemos que z = 2, es decir,
que el consecuente es verdadero. De este modo, nuestra proposicion es verdadera,
dado que cada vez que el antecedente es verdadero, el consecuente también lo es.
Note que no nos interesa analizar los casos en los cuales el antecedente de (77)
es falso, dado que en este caso nuestra proposicion serd verdadera. Como nuestra

proposicion es siempre verdadera, la podemos denotar como

VeeR: 22 +1=5=2=2.
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b) VieR:2=2—2x+1=5.
Solucién. Para la funciéon proposicional
r=2—=2x+1=25, (1.4.3)

suponemos que el antecedente es verdadero, es decir, suponemos que efectivamente
x vale 2. Reemplazando este valor en la expresion 2x + 1, obtenemos que en este
caso

20+1=2-241=05.

De este modo, el consecuente es verdadero y asi, nuestra proposicion es verdadera,
dado que la combinacion V' — F no es posible (permitiéndonos el abuso de

notacion). Dado que esta proposicion es verdadera, la denotamos como
VieR:x=2=2x+1=>5.
c)VeeR:2e4+1=5+z=2.
Solucién. La proposicion dada puede ser expresada como
VereR:z2=2—2r+1=5) AN (VxeR:2s+1=5—12=2).

Segiin los dos tltimos ejercicios, las dos proposiciones que componen esta
conjuncion son verdaderas, por lo que la proposicion en cuestion es verdadera.

De este modo, la escribimos como
VieR:2z+1=5&x=2.
Es decir, 2x + 1 = 5 es equivalente a © = 2. O
Ejercicio 1.4.4. Considere la proposicion

“Todos los estudiantes del curso hoy usan corbata”

Supongamos que es falsa spor qué ocurriria esto?
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Solucién. Porque hay estudiantes del curso que hoy no llevan corbata. Es decir, existe
al menos un estudiante que hoy no lleva corbata. Note que si

U = {z : = es un estudiante del curso}, entonces nuestra proposicion puede ser escrita
como

Vz € U : x usa corbata.

En este caso, decimos que su negaciéon es

dx € U : x no usa corbata.

Definicién 1.4.3. Dada la proposicion
Ve e U :p(z),

SU Negacion es

dr € U :~ p(x).

Observacion 1.4.1. Es decir, para negar una proposicion que contiene el cuantificador
“para todo”, cambiamos éste por el cuantificador “existe”, y ademés negamos la funcion

proposicional.
Ejercicio 1.4.5. Considere la proposicion
VeeR:2?=1—=x=1.
a) ;Cudl es su valor de verdad?

Solucién. Note que si 22 = 1, entonces no necesariamente x = 1, especificamente

se tiene que x = 1 o x = —1. Es decir, x = —1 hace verdadero el antecedente
22 = 1 y hace falso el consecuente z = 1. Asi, para + = —1, la funcién
proposicional

P?=1>r=1

es falsa. De este modo, nuestra proposicion es falsa.
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b) ¢Cudl es su negacion?
Solucién. Su negacion es
JreR:~ (2P =1—a=1),

O sea

JreR:a?=1A2# 1.

Note que la negacion es verdadera, dado que la proposicion original es falsa, pero

también dado que z = —1 cumple que (22 = 1 Ax # 1), O

Ejercicio 1.4.6. Considere la proposicion
“Eriste un estudiante del curso que hoy usa corbata.”
Si esta aseveracion es falsa, spor qué ocurriria esto?

Solucién. Porque ningtun estudiante hoy usa corbata. Es decir, todos los estudiantes
del curso no usan corbata. Note que si U = {x : x es un estudiante del curso}, entonces

nuestra proposicion puede ser escrita como
Jx € U : x usa corbata.
En este caso, decimos que su negacién es
Va € U : x no usa corbata.
Definicién 1.4.4. Dada la proposicion
dr e U : p(x),

SU negacion es

Ve e U :~ p(z).

Observacion 1.4.2. Es decir, para negar una proposicion que contiene el cuantificador
“existe”, cambiamos éste por el cuantificador “para todo”, y ademés negamos la funciéon

proposicional.
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Ejercicio 1.4.7. Considere la proposicion
dreR:z+1=u2.

a) ¢Cudl es su valor de verdad?

Solucién. Note que al resolver la ecuacion x 4+ 1 = x, obtenemos que 1 = 0. Por

lo tanto, nuestra aseveracion es falsa.

b) sCudl es su negacion?

Solucién. Su negacion es

VeeR:x+1#uz,

la cual es verdadera. O

Ejercicio 1.4.8. Considere la proposicion

Eziste un unico estudiante del curso que usa corbata.
Si esto no fuera asi 5Qué deberia ocurrir?
Solucién. Tenemos dos opciones:

= Ningtn estudiante del curso usa corbata, es decir, todos los estudiantes no usan

corbata.
= Hay al menos dos estudiantes que usan corbata.

Si U = {x : x es un estudiante del curso}, entonces nuestra proposicion puede ser
escrita como

dlz € U : x usa corbata.

En este caso, decimos que su negacién es
(Vz € U : xno usa corbata) V (3x € U,3y € U : x # y A(z usa corbata A y usa corbata)).

O
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Definicién 1.4.5. Dada la proposicion
Az e U : p(x).
Su negacion es
(Ve e A p(z))V(Ere A Fye Az #y A (p(x) Ap(y)))
Ejercicio 1.4.9. Considere la proposicion
Jz eR: 2 =1,
a) ¢Cudl es su valor de verdad?

Solucién. Note que los niimeros reales que son iguales a su cuadrado son 0 y 1.

De este modo, la aseveracion es falsa.
b) sCudl es su negacion?
Solucién. Su negacion es
VreR:2?#2)V(Ar eR,IycR:z#y A (P =0Ay*=y))
la cual es verdadera, dado que

Jr=1€RIy=0€R:2#y A (2° =Ny’ =y).

Estudiemos algunas proposiciones que contienen méas de un cuantificador:

Ejercicio 1.4.10. Determine el valor de verdad de la proposicion:
“Todos los cuadrildateros tienen al menos un par de lados paralelos”

Solucién. La proposicion dada es falsa, si pensamos en el cuadrilatero
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Intuitivamente, su negacién seria
Existen cuadrildteros los cuales no tienen ningun par de lados paralelos
o también

Existen cuadrildteros para los cuales todos sus pares de lados no son paralelos.

O
Observacion 1.4.3. En general, consideremos una proposicion de la forma
Ve e A, Jy € B : p(x,y), (1.4.4)
la cual podemos interpretar como
Vee A:[Fy € B:p(z,y)].
Su negaciéon es
dr € A:~ [y € B:p(x,y)].
Es decir
dr e A: [Vy € B :~ p(x,y)].
Analogamente, la negacién de una proposicién de la forma
dr € A,Vy € B : p(x,y), (1.4.5)

es una proposiciéon de la forma
Ve € A,y € B :~ p(z,y).

En resumen, para negar proposiciones como (??) y (??), cambiamos cada “para todo”

por un “existe” y viceversa, ademéas de negar la funcién proposicional.
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Ejercicio 1.4.11. Considere los conjuntos A = {-3,—2,—1,0},B = {2,3} y la

asSeveracion

a) Ve A,2Jye B:x+y > 0.

al) ;Cudl es su valor de verdad?

Solucién. En la proposicion
Vre A,idJye B:x+y >0

el “para todo” antes del “existe” se entiende como un “para cada”. Es decir,
nos preguntamos si es cierto que para cada elemento x € {—3,—2,—1,0}
existe un elemento y € {2,3} de modo que su suma z + y sea positiva. Para
x = —3,s1y =20y =3, en ninguno de los dos casos x +y > 0. De este

modo, nuestra aseveracion es falsa.
al) ;Cudl es su negacion?

Solucién. Su negacién es
dre AVye€ B:~(x+y>0),

es decir

dJre AAVye B:x+y <0. (1.4.6)

la cual debe ser verdadera, dado que la proposicion es falsa.

Argumentemos de otra forma que su negacién es verdadera. La aseveraciéon
(??) nos dice que debemos encontrar un elemento x € {—3,—2,—1,0}, de
modo que cualquiera sea el elemento y € {2,3} escogido, se tiene que su
suma = + y no es positiva. Y ese elemento es claramente z = —3. Por lo

tanto, nuestra negacion es verdadera. O
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b) Ix € AVye B:x+y>0.

b1)

b2)

¢ Cudl es su valor de verdad?

Solucion. Debemos encontrar un elemento x € {—3,—2,—1,0}, de modo
que cualquiera sea el elemento y € {2,3} que elijamos, entonces su suma es
positiva. Ese elemento buscado puede ser = 0 (también x = —1, pero nos
basta con uno sélo), dado que si y = 2 0 y = 3, entonces = + y > 0. Por lo

tanto nuestra aseveracion es verdadera.
¢ Cudl es su negacion?

Solucién. Su negacién es
Vre A,Ldye B:x+y <0

la cual es falsa. O

c) re AVye B:z+y>0.

cl)

c2)

s Cudl es su valor de verdad?

Solucién. Debemos verificar si es verdad que existe un tinico elemento
x € {-3,-2,—1,0} para el cual dado cualquier elemento y € {2,3}, se
tiene que su suma x + y es positiva. Para x+ = 0 y £ = —1 esto se cumple,

por lo que nuestra aseveracion es falsa.
¢ Cudl es su negacion?

Solucién. La proposicion es
(Fz e A)[(Vy € B)(z+y > 0)],
por lo que su negacién es
(Ve e A)~[(Vy € B)(x+y >0)]) V

(FreA)(FzeA)(z#2 N (MVyeB)(z+y>0) A (Yye B)(z+y >0))).



42 CAPITULO 1. LOGICA Y CONJUNTOS.

Es decir, corresponde a
(Vee A)Jye B)(x+y <0)V

(FreA)(FzeA)(x#2z N (VyeB)(x+y>0) AN (Vye B)(z+y>0))),

la cual debe ser verdadera. Comprobemos esto. La razon es que la segunda
parte de la disyuncion es verdadera, dado que existen x = 0y z = —1
distintos, de modo que, para cada uno de ellos, cualquiera sea y € B escogido,

se tiene que x + Yy y 2z + y son positivos. O

1.5. Conjuntos.
Un ejemplo de conjunto es
A={a,e,i,0,u},

el cual consiste en las vocales del abecedario. Sus elementos son a, e, 7,0, u. Como por
ejemplo o es un elemento del conjunto A, entonces decimos que o € A, lo que se lee como
“o pertenece a A”. Dado que se nombra explicitamente a cada uno de sus elementos, se

dice que este conjunto esti definido por extensioén.

Otro conjunto es

B = {x € N: z es maltiplo de 3},

donde no nombramos explicitamente cada uno de sus elementos, si no que lo definimos
como todos los elementos de un conjunto universo (en este caso N), los cuales tienen
una caracteristica comin (ser miltiplos de 3). En este caso, se dice que este conjunto
esté definido por comprensién. Este conjunto tiene infinitos elementos, por lo que no
es posible definirlo por extension, pero si nombrar algunos de sus elementos, diciendo
que

B=1{3,6,9,12,...}.
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Note que el conjunto A tiene una cantidad finita de elementos, en particular tiene
5 elementos. Por otro lado, el conjunto B tiene infinitos elementos, sin embargo los
podemos enumerar. Esto tltimo no siempre se puede hacer en un conjunto. En efecto,

consideramos el intervalo

C=[0,4.

En este conjunto “viven” todos los ntimeros reales que estan entre 0 y 4, por ejemplo,
0,1,2,3,4, vy también otros como 2.1, 2.11 2.1, los cuales evidentemente no se pueden

enumerar.

Definicién 1.5.1. Llamaremos conjunto a cualquier coleccion bien determinada de
objetos. Un conjunto se denota por una letra mayiscula tal como A, B, ... Los objetos
del conjunto son llamados elementos, y se denotan por letras minusculas, tales como
a,b,c,.... El hecho que x sea elemento de A se denota por x € A y se lee “x pertenece

a A”. En caso contrario se escribe x ¢ A, lo cual se lee “x no pertenece a A”.

Observacién 1.5.1. Dos conjuntos importantes son el conjunto vacio, que no tiene
elementos y se denota por (), y el conjunto universo, que tiene a todos los elementos

dentro de un determinado contexto, y se denota por U.
Definicién 1.5.2. Se tiene que

= st un conjunto se presenta nombrando sus elementos en forma explicita, decimos

que el conjunto estd definido por extension.
= st un conjunto se presenta de la forma
{r eU: P(x)},

es decir, como el conjunto de todos los elementos x del conjunto universo U
que cumplen con una caracteristica P(x), entonces decimos que el conjunto estd

definido por comprension.
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1.5.1. Subconjunto de un conjunto.

Se tiene que

= {1,3,5} es subconjunto de {1,2,3,4,5}.

= {a,b,c} es subconjunto de {z : x es una letra del abecedario}.
» {—2,—1,1,2} no es subconjunto de {1,2,3}.

En base a estos ejemplos, ;qué debe ocurrir para que un conjunto A sea subconjunto

de un conjunto B?

Definiciéon 1.5.3. Dados dos conjuntos A y B, se dice que A es subconjunto de B,
lo que se denota como A C B, si cualquier elemento de A también pertenece a B, esto

es:

ACBs (VxeU:x€ A=z € B).

Observacion 1.5.2. Es decir, si A y B son conjuntos, cada vez que nos preguntamos
si

AC B, (1.5.1)

debemos inspeccionar si es verdad que cualquier elemento del conjunto de la izquierda

en (77), en este caso A, es elemento del conjunto de la derecha en (?7), en este caso B.
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Observacion 1.5.3. Note que A = {—2,—1,1,2} no es subconjunto de B = {1,2,3}.

Esto

ocurre porque existen elementos de A, en este caso —2 y —1, los cuales no

pertenecen a B. Para dos conjuntos A y B cualesquiera, se dice que A no es

subconjunto de B, si

dJrelU:x€A N x¢B.

Esta ultima aseveracion no es otra cosa que la negaciéon de la definicion de subconjunto.

Ejercicio 1.5.1. Dados A = {z € N : x es multiplo de 8} y

B ={x € N: x es multiplo de 4}. Determine si:

a)

ACB.
Solucién. A y B, representados con algunos de sus elementos, son

A={8,16,24,32,...}

B = {4,8,12,16,20,24,28,32,...}.

Visualmente podemos conjeturar que cualquier elemento de A es también
elemento de B, o sea que A C B. Mas formalmente, si x € A, es decir si x
es multiplo de 8, entonces x puede ser escrito como x = 8n, con n un nimero

natural. De este modo,
r=8n=4-(2n) = 4m, con m = 2n.

Note que m es un nimero natural. Asi, x es multiplo de 4, quedando demostrada

nuestra conjetura.

B C A.

Solucién. Note que 4 es multiplo de 4, es decir pertenece a B, pero no es multiplo
de 8, por lo que no pertenece a A. De este modo, B no es subconjunto de A y

nuestra aseveracion es falsa.
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Observacion 1.5.4. Consideremos el conjunto vacio, el cual denotamos por () y un

conjunto A cualquiera. Si () no fuera subconjunto de A, entonces
dreU:zeld N x¢ A

Pero esta ultima aseveracion es falsa, dado que () no tiene elementos, por lo que no es

posible que algtin  de U cumpla que x € (). Por lo tanto,
hC A
Es decir, () es subconjunto de cualquier conjunto A.

Observacion 1.5.5. Es evidente que
ACA,

dado que todo elemento del conjunto de la izquierda, también es elemento del conjunto

de la derecha. De este modo, todo conjunto es subconjunto de si mismo.
Observacion 1.5.6. Consideremos la ecuacion cuadratica
(z—3)>=0.

Esta ecuacion tiene dos soluciones, las cuales son ambas x = 3. Alguien podria escribir

su conjunto solucién como
{3,3},
pero la verdad es que este conjunto es simplemente {3}. Es decir,
{3,3} = {3}
En general, dos conjuntos son iguales cuando tienen los mismos elementos.

Definicién 1.5.4. Dados dos conjuntos A y B, se dice que A y B son tguales, y se

escribe A = B, si A y B tienen los mismos elementos, esto es:

A=B& (ACB)A(BC A).
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Ejercicio 1.5.2. Determine si cada una de las aseveraciones siguientes es verdadera o

falsa. Justifique.

a)

{a,b} C{a,b,c}.

Solucién. Para que esta aseveracion sea cierta, se debe cumplir que cualquier
elemento del conjunto de la izquierda es también un elemento del conjunto de la
derecha. Los elementos del conjunto de la izquierda son a y b. Estos dos elementos
también pertenecen al conjunto de la derecha, dado que sus elementos son a,b y

ademaés c. Por lo tanto, la aseveracion es verdadera.

{a,b} C {{a,b},c}.

Solucion. Analogamente al ejercicio a), para que b) sea verdadera, se debe
cumplir que cualquier elemento del conjunto de la izquierda debe ser elemento
del conjunto de la derecha. En este caso, a y b son los elementos del conjunto de
la izquierda, pero ni a ni b son elementos del conjunto de la derecha (sus elementos
son {a,b} y ¢). De este modo, esta aseveracion es falsa. Note que es verdadera la

aseveracion

{{a,0}} < {{a, b}, c}.

{a} € {{a}}.

Solucién. En este caso, dado que aparece el simbolo “pertenece”, y méas alla de
las llaves que aparecen, entendemos que lo que esta a la izquierda es un objeto, y
lo que esta a la derecha es un conjunto (cuando aparece el simbolo subconjunto
es distinto, en ese caso entendemos que tanto lo que estd a la izquierda como
lo que esta a la derecha es un conjunto). Para que esta aseveracion sea cierta,
{a} debe ser elemento del conjunto de la derecha. Justamente el unico elemento
de este conjunto es {a} (dado que aparece inmediatamente a continuacion de las

primeras llaves), por lo cual la aseveracion es verdadera.
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d) {0} < {a,b}.

Solucién. Alguien podria decir que esta aseveracion es verdadera, dado que el
conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto. Pero el conjunto {0} que
est4 a la izquierda tiene 1 elemento, el cual corresponde a (), por lo tanto no es el

conjunto vacio. De este modo, el argumento mencionado es incorrecto.

Analogamente a como se razono en a) y en b), nuestra aseveracion es falsa, dado
que el inico elemento del conjunto de la izquierda, o sea ), no pertenece al conjunto

de la derecha (sus elementos son a y b).

1.5.2. Operaciones entre conjuntos.

Ejercicio 1.5.3. Considere los conjuntos

A={neN:n esun nimero primo N n < 8}

B ={2,6,7,8}.

a) Obtenga el conjunto A por extension.

Solucién.
A={2,3,5T}.
b) sQué elementos en comin tienen A y B?

Solucién. Los elementos en comin son 2 y 7. Con estos dos elementos, formamos

el conjunto

ANB={2,7},

el cual se denomina conjunto intersecciéon de A y B.

¢) sQue elementos pertenecen a al menos uno de los conjuntos A o B?
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Solucién. Los elementos que cumplen con esta condiciéon son 2,3,5,6,7,8. Con
ellos formamos el conjunto

AUB=1{2,3,5,6,7,8},
el cual es llamado conjunto unién de A y B. m

Definicion 1.5.5. Sea U el conjunto universo, y sean A, B subconjuntos de U.

s La interseccion entre A y B, la cual se denota AN B, es el conjunto de todos

los elementos comunes de A y B en el universo, esto es

ANB:={reU:x€ ANz € B}.

U

s La union entre A y B, la cual se denota AU B, es el conjunto de todos los

elementos del universo que estin en A o en B, esto es

AUB:={ze€U:z€ AVzx € B}.

U

AUB
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Ejercicio 1.5.4. Considere los conjuntos A = {x € N: x es maltiplo de 4} y

B = {x € N:x es muiltiplo de 6}.

a)

Obtenga AN B por comprension.

Solucién. Note que A y B, representados con algunos de sus elementos, son

A ={4,8,12,16, 20,24, 28,32, 36, ...}

B ={6,12,18,24, 30, 36, .. .}.
Por lo tanto, AN B representado con algunos elementos, es
ANB=1{12,24,36,...}.
Podemos ver que AN B definido por comprension es
AN B = {x € N: z es multiplo de 12}.

Note que 12 = MCM (4,6).

s Qué relacion de inclusion eziste entre C = {x € N : x es mailtiplo de 2} y AUBY

Solucién. El conjunto A U B representado con algunos elementos, es
AUB=1{4,6,8,12,16,18,20,24, ...}

y C es
C =1{2,4,6,8,10,...}.

Informalmente vemos que cualquier elemento de A U B también es elemento de
C, por lo que
AUBCC.

Por otro lado, note que 2 € C' pero 2 ¢ AU B, por lo que es falso que

C CAUB.
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Ejercicio 1.5.5. Considere el conjunto universo U = {-3,-2,—1,0,1,2} y los
conjuntos

A={reU:-2<z<2}

B={zecU:2°=9 V v+1>0}

a) Obtenga A y B por extension.

Solucién. Tenemos que
A={-2,-1,0,1}
B={-3,01,2}.

b) sQué elementos pertenecen a A y no pertenecen a B?

Solucidén. Los elementos —2 y —1. Estos elementos forman el conjunto
A—B={-2-1},
el cual es llamado conjunto diferencia de A con B, en ese orden.

¢) sQué elementos del conjunto universo U no estin en A?

Solucidén. Los elementos son —3 y 2. Estos elementos forman el conjunto
A¢ ={-3,2},

el cual se denomina conjunto complemento de A con respecto a U. O
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Definiciéon 1.5.6. Sea U el conjunto universo, y sean A y B subconjuntos de U.

» La diferencia de A y B es el conjunto de todos los elementos del universo que

pertenecen a A y que no pertenecen a B, es decir

A-B:={zxeU:x€ ANz ¢ B}

U

s Fl complemento de A con respecto a U, el cual se denota A€, es el conjunto de

todos los elementos del universo que no pertenecen a A, es decir,

A ={rxeU:x ¢ A}

AC
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Ejercicio 1.5.6. Considere los conjuntos A = {x € N: x es maltiplo de 2} y
B = {x € N:x es muiltiplo de 4}.

a)

Obtenga A — B y B — A por comprension. ;Son iguales estos dos conjuntos?

Solucién. Note que A y B representado con algunos de sus elementos, son

A=1{2,4,6,810,12,14,16,...}

B ={4,8,12,16,20...}.

De este modo,

A—B={2,610,14,...}.

El conjunto A — B, definido por comprension, corresponde a todos los niimeros

naturales que al ser divididos por 4 tienen resto 2. Es decir,
A—B={4n+2:n e N}

(0 sea, multiplos de 4 excedidos en 2 unidades). Por otro lado, para calcular B— A,
necesitamos obtener todos los miltiplos de 4 que no son miltiplos de 2. No hay

ningin ntmero natural que cumpla con esto, por lo que
B—-A=4.

De este modo A — B es distinto a B — A.

Obtenga A° por comprension.

Soluciéon. Como el conjunto universo corresponde a los numeros naturales,
entonces

A =1{1,3,5,7,9,...}.

Este conjunto corresponde al conjunto de ntmeros impares, lo que por

comprension se define como

A¢={2n—1:n € N}
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Ejercicio 1.5.7. En el ejercicio anterior, A corresponde al conjunto de los nimeros

pares y A° al conjunto de los niumeros impares. ;A qué conjunto corresponde
a) ANA°?

Solucién. Como no existe un nimero natural que sea par e impar a la vez,
entonces

AN A =0.
b) AU A?
Soluciéon. Como cualquier nimero natural es o par o impar, entonces

AUA=N=UT.

c) (A9)°?

Solucién. Como el complemento de los nimeros impares corresponde a los
nameros pares, entonces

(A% = A.
Teorema 1.5.7. (Propiedades) Sean A, B y C conjuntos cualesquiera. Se tiene que
1) AUA°=U
2) bc=U, U°=9
3) (A=A
4) AN A=
5) AnNh=A, Aup=A
6) A—B=ANDB°

7) AUA = A, AN A = A. Es decir, todo conjunto intersectado o unido con si

mismo, es el mismo conjunto.
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8) AUB=BUA,ANB = BN A. Es decir, tanto la unién como la interseccion de

conjuntos es conmutativa.
9) AU(BUC)=(AUB)UC. Es decir, la union de conjuntos es asociativa.
10) AN(BNC)=(ANB)NC. Es decir, la interseccion de conjuntos es asociativa.

11) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC). Es decir, la union de conjuntos es distributiva

con respecto a la interseccion.

12) AN(BUC) = (AN B)U (ANC). Es decir, la interseccion de conjuntos es

distributiva con respecto a la union.

18) (AU B) = A°N B°. Es decir, el complemento de la union es la interseccion de

los complementos.

14) (AN B)° = A°U B°. Es decir, el complemento de la interseccion es la union de

los complementos.

Observacion 1.5.7. Las propiedades 13) y 14) del teorema anterior se denominan

Leyes de Morgan.

Observacion 1.5.8. Existen conjuntos cuya interseccion es (), como por ejemplo, los

nameros pares con los impares. En general, si A y B son dos conjuntos tales que
ANB =0,
entonces A y B se dicen disjuntos.
Ejercicio 1.5.8. Determine todos los subconjuntos de:
a) A=1{a,b,c}.
Solucién. Note que

» Los subconjuntos de A de un so6lo elemento son {a}, {b} v {c}.

» Los subconjuntos de A de dos elementos son {a, b}, {a,c} y {b,c}.
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= Son también subconjuntos el conjunto vacio () y el mismo conjunto

A ={a,b,c}.

Es decir, {a, b, ¢} tiene 8 subconjuntos. Con estos 8 subconjuntos, podemos formar
un conjunto de conjuntos, llamado conjunto de partes de {a,b,c}, el cual es

denotado por P({a,b,c}). Es decir,

P({a,b,c}) = {0.{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}.

Solucién. En este caso, el inico subconjunto es el mismo conjunto, es decir ().
De este modo, andlogamente al ejercicio anterior, podemos formar el conjunto de

partes del conjunto vacio, el cual corresponde a

y tiene un solo elemento, o sea P((})) no es vacio. O

Definicion 1.5.8. Dado un conjunto A, se define el conjunto de partes de A, el cual
es denotado por P(A), como el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de
A, esto es:

P(A) ={X: X C A}
Observacion 1.5.9. Se tiene que

= Si un conjunto tiene n elementos, entonces su conjunto de partes tiene 2"

elementos.

» Para cualquier conjunto A, se tiene que P(A) # () .
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Ejercicio 1.5.9. Sea A = {2,3} y B = {2,3,5}. Determine si cada una de las

aseveraciones es verdadera o falso.
a) {3,6} € P(A).
Solucién. Se tiene que

= Primera forma: Note que

P(A) = {@, {2}7 {3}7 {27 3}}

De este modo, {3,5} ¢ P(A), por lo que la aseveracion es falsa.

= Segunda forma: Se debe cumplir que
{3,5} € A={2,3}.
Como 5 € {3,5} y 5 ¢ A, entonces la aseveracion es falsa.

b) {3} € P(B).

Solucién. Note que

P(B) = {0,{2},{3},{5}.{2,3},{3,5},{2,5},{2,3,5}}

Como 3 € {3} y 3 ¢ P(B), entonces nuestra aseveracion es falsa.
c) P(A) C P(B).

Solucién. Se tiene que

P(A> = {Q)v {2}7 {3}7 {27 3}}

P(B) ={0,{2},{3},{5}.{2,3},{3,5},{2,5},{2,3,5}}.

Vemos que todo elemento de P(A), también pertenece a P(B), por lo que la

aseveracion es verdadera. O
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Observaciéon 1.5.10. En general, si A C B, entonces todo subconjunto de A también

esta contenido en B, por lo que P(A) C P(B).

Definicion 1.5.9. FEl nimero de elementos de un conjunto finito A se llama

cardinalidad de A y se denota por |A| (o por Card(A) o por #A).

Ejercicio 1.5.10. En una encuesta sobre preferencias de los canales de T.V., 7, 9 y

13, a la hora del noticiero, se obtuvo la siguiente informacion:

n 55 encuestados ven el canal 7.

46 ven el canal 9.

33 ven el canal 7 y el canal 13.

2 solo ven el canal 13 y el canal 9.

15 solo ven el canal 7 y el canal 9.

3 sdlo ven el canal 135.

25 ven los tres canales.

6 no ven T.V.

Determine:
a) La cantidad de personas encuestadas.
b) La cantidad de personas que ven sdlo el Canal 9.

Solucién. Los conjuntos de base son

U = {encuestados}
A={ze€U:xvenel canal 7}
B ={x € U : x ven el canal 9}

C ={z €U : x ven el canal 13}.
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Note que
» Los 55 encuestados que ven el canal 7 corresponden a A. Es decir, |A| = 55.
= Los 46 que ven el canal 9 corresponden a B. Es decir, |B| = 46.
= Los 33 que ven el canal 7 y el canal 13, corresponden a ANC. O sea, |[ANC| = 33.

= Los 2 que s6lo ven el canal 13 y el canal 9, se entiende que no ven el canal 7, por

lo que corresponden a (BN C) — A. Es decir, [(BNC) — A| = 2.

= Los 15 que s6lo ven el canal 7 y el canal 9, se entiende que no ven el canal 13, por

lo que corresponden a (AN B) — C. Asi, (AN B) — C| = 15.

= Los 3 que s6lo ven el canal 13, se entiende que no ven el canal 7 ni el 9, por lo

que corresponden a C' — (AU B). De este modo, |C — (AU B)| = 3.
= Los 25 que ven los tres canales, corresponden a ANBNC. O sea, |[ANBNC| = 25.

= Los 6 que no ven T.V. corresponden a (AU BUC)°. Es decir, [(AUBUC)¢| = 6.

Para resolver este tipo de problemas, usamos un diagrama de Venn como:

» Partimos completando éste con la cantidad de elementos de la triple interseccion,

es decir, [AN BNC| = 25:
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o~}

= Luego, seguimos con cada intersecciéon entre dos conjuntos, teniendo en cuenta

que (BNC)—A|=2,|(ANB)—-C| =15y que |ANC| = 33:

oo}

g’

C

Note que los 8 nacen del hecho que |[ANC| = 33, y de que un elemento de ANC
también puede pertenecer a B, es decir, puede ser parte de los 25 de la triple

interseccion.

» Continuamos con los conjuntos de base, notando que |A| = 55,|B] = 46,
|C' — (AU B)| = 3. Note que los 55 elementos de A no son solo de A y los 46
elementos de B no son s6lo de B, pues también pueden pertenecer a los conjuntos

restantes. El diagrama de Venn queda como:
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o~}

NVA
N,

» Finalmente completamos con [(AU B UC)¢| = 6:

o}

NVA
N,

De este modo, sumando los ntmeros obtenidos, vemos que la cantidad de personas

encuestadas son 70 (respuesta de a)), y los que s6lo ven el canal 9 son 4 (respuesta de

b)). O

Para resolver problemas de cardinalidad, no es necesario usar siempre un diagrama

de Venn, también lo podemos hacer usando las siguientes propiedades:
Proposicion 1.5.10. Se tiene que:
» st A y B son conjuntos disjuntos, entonces
|AU B| = |A| +|B].

Es decir, si A y B no se intersectan, entonces la cantidad de elementos de la

union es la suma de la cantidad de elementos de cada conjunto.
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s st A y B son conjuntos arbitrarios, entonces
|AU B| = |A| + |B| — |AN B|.

Es decir, la cantidad de elementos de su union, es la suma de los elementos de
cada uno de los conjuntos menos la cantidad de elementos de la interseccion.
Observemos que st no restamos esta cantidad, estariamos contando dos veces los

elementos comunes a ambos conjuntos.
s 51 A, By C son conjuntos arbitrarios, entonces
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BnNnC|+|AnBNC|.
w Si A es un conjunto arbitrario, entonces
| A = U] = ]A].
Apliquemos estas propiedades a un problema de cardinalidad, queda como ejercicio
hacerlo con un diagrama de Venn.

Ejercicio 1.5.11. De un total de 250 personas encuestadas sobre su desayuno diario
se obtuvieron las siguientes respuestas: 30 personas toman té con leche, 40 personas
toman café con leche, 80 personas toman leche, 130 personas toman té o leche y 150

toman café o leche.

a) ;Cudntas personas toman té?

b) sCudntas personas no toman ninguna de estas tres bebidas al desayuno?

Solucién. Los conjuntos de base son

U = {encuestados}
T ={z €U :x toma té}
L ={x €U :x toma leche}

C ={z €U :x toma cafée}
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Segtn los datos

» |U] = 250.
» TN L| = 30.
= |CNL|=40.

|T' N C| =0, dado que asumimos que nadie toma té mezclado con café.

TN CNL|=0, dado que nadie toma té con café y leche.

= |L| = 80.
 |TUL| = 130.
= |CUL| = 150.

Respondamos a): Como
[TULl =TI+ |L] - [T L,
entonces reemplazando, obtenemos que
130 = |T'| + 80 — 30,

de donde |T| = 80. O sea, los que toman té (tal vez algunos con leche), son 80
encuestados.

Respondamos b): Los encuestados que no toman ninguna de estas bebidas,
corresponden a [(T'U C U L)°|. De este modo, determinamos primero |T'U C' U L|. Se

tiene que
TUCUL|=|T|+|L|+|C|—|TNLI—|TNC|—|LNC|+|TNnCNL|.
Reemplazando los datos que tenemos, se logra que

ITUCUL| =80+]|C| 480 — 30 — 0 — 40 + 0.
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O sea,

TUCUL|=90+|C]. (1.5.2)
De este modo, si obtenemos |C/|, obtendremos |T"U C' U L|. Note que
[CUL|=|Cl+|L] = |CNL]
de donde reemplazando lo necesario, obtenemos que
150 = |C| + 80 — 40.
De este modo, |C| = 110. Reemplazando este valor en (?7), obtenemos que
T UC U L| = 200.

Como |U| = 250, entonces |(T'UC U L)¢| = 50. Por lo tanto, sélo 50 personas no toman

ninguna de las tres bebidas. O]

1.5.3. Demostraciones de propiedades de conjuntos.

Usando las definiciones y propiedades vistas de conjuntos, se pueden demostrar otras

propiedades. A continuacién mostramos algunos ejemplos.
Ejercicio 1.5.12. Demuestre que (AU B)° = A°N B°.

Solucién. Escogemos un elemento x que pertenece al conjunto de la izquierda, en este
caso ¢ € (AU B)“. Debemos probar, a través de una cadena de equivalencias, que tal
x pertenece al conjunto de la derecha, es decir, que z € A°N B° (también lo podemos
hacer al revés, es decir, partir de un z € A°N B° y probar que z € (AU B)). Lo
hacemos. El hecho que

zr € (AU B)S,

por definiciéon de complemento de un conjunto, es equivalente a

xé¢ AUB. (1.5.3)
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La aseveracion (?77?) corresponde a la negacion de x € AUB. Es decir, (?7) es equivalente

a

~(re(AUB))e~(reAVrzeB) s (x¢dA N xé¢B).

Pero

r¢ANxé¢B

es equivalente a su vez a

reA° N x € B

esto debido a la definicion de complemento de un conjunto. Finalmente, por definicion
de interseccion, (?7) equivale a

xr € A°N B,
obteniendo lo pedido.

Lo realizado, en resumen corresponde a

r € (AUB)" < x ¢ AU B (definicion de complemento de un conjunto)
&~ (z € (AU B)) (definicién de no pertenencia a una union)
s~ (€ AV x € B) (definicion de union)
S ax ¢ AN xé¢ B (negacion de la definicion de union)
& x e A° Nz € B (definicion de complemento de un conjunto)

& x € A°N B¢ (definicion de interseccion).
Ejercicio 1.5.13. Demuestre que
(A—B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB). (1.5.4)

Solucién. Esta vez no lo hacemos escogiendo un elemento del conjunto de la izquierda
y mostrando, a través de una cadena de equivalencias, que éste pertenece al conjunto
de la derecha (también se puede hacer de esta forma, queda como ejercicio). El método

que escogemos, es simplemente partir de un miembro de (??) para llegar al otro, a
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través de una cadena de igualdades, y usando propiedades de conjuntos. En este caso,

partimos del miembro derecho, para llegar al miembro izquierdo. Se tiene que

(AUB)—(ANnB)=(AUB)N (AN B)",

por propiedad 6) de conjuntos. En el miembro derecho de la ultima igualdad, podemos

aplicar una de las leyes de Morgan, quedando
(AUB)N(ANB)" = (AUB)N (A°U B°). (1.5.5)
En el miembro derecho de (?7), distribuimos (AU B) "hacia dentro"del otro paréntesis

(esto lo podemos hacer dado que (A°U B°) corresponde a una union, y ademés afuera

de este paréntesis hay una interseccion), deduciendo que

(AUB)N (A°UB°) =[(AUB)NA°|U[(AU B)N B9.

En cada corchete de la derecha en la igualdad anterior, aplicamos nuevamente

distributividad, obteniendo que

[(AUB)NAJU[(AUB)N B =[(A“NA)U(A°NB)|U[(AN B°) U (BN BY].

Como cualquier conjunto intersectado con su complemento es igual a (), entonces

(AN A UANB)U[ANBYU(BNBY)] =[0U(A°NB)|]U[(ANB)U0].

Ademas, todo conjunto unido con () es igual al mismo conjunto, por lo que

DU (A°N B)U[(ANBY) U] = (A°NB)U(ANB®) = (B—A)U(A—-B) = (A—B)U(B-A),

donde usamos las propiedades 6) y 8). De este modo, hemos demostrado nuestra
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propiedad, lo que se resume como

(AUB)—(ANB)=(AUB)N (AN B)" (Propiedad 6))
— (AU B) N (A°U B°) (Propiedad 14))
=[(AUB)NAJU[(AU B)N B (Distributividad)
=[(A°NA)U(A°NB)JU[(AN B°)U (BN B°)] (Distributividad)
=[PU (AN B)U[(AN B°) U] (Propiedad 4))

= (A“NB)U (AN B°) (Propiedad 5))

— (B — A) U (A — B) (Propiedad 6))

— (A — B)U (B — A) (Conmutatividad).

Ejercicio 1.5.14. Demuestre que
ACB=ANB=A.

Solucién. Cada vez que tenemos una implicancia, el antecedente (o sea lo que esta
antes del simbolo =) sera nuestra hipotesis. Es decir, corresponderéa a los datos que
tenemos, para probar lo que dice el consecuente (o sea lo que esta después del simbolo

=), el cual llamaremos tesis. O sea, en nuestro caso, nuestra hipotesis es
ACB.

y nuestra tesis es

ANB=A.

Al observar la tesis, vemos que corresponde a una igualdad de conjuntos. Para probarla,

esta vez probaremos ambas inclusiones. Es decir, probaremos que
a) ANB C A.
b) ACANB.

(No olvidemos que en alguna parte de esta demostracion, debemos usar la hipotesis).

Lo hacemos:
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ANBCA:
Segun la definicion de subconjunto, debemos escoger un elemento x que pertenezca
al conjunto de la izquierda A N B, y probar que éste pertenece al conjunto de la

derecha A. Se tiene que, si

r € ANB,

entonces, por definicion de interseccion de conjuntos,
reA AN zeB.

Como la ultima aseveracion es verdadera, entonces por definiciéon del conectivo
logico A, ambas aseveraciones que la componen deben ser verdaderas. En
particular, es verdadero que

x € A,

y asi probamos lo que pretendiamos. Un resumen de lo que acabamos de probar

es

r€ ANB=x€ A N z € B (definiciéon de interseccion)

= 1 € A (definicion del conectivo logico A).

ACANB:

Como no hemos usado la hipotesis, seguramente serd en esta etapa donde la
usaremos. Como lo que debemos probar es nuevamente una inclusion, entonces
escogemos un elemento x del conjunto de la izquierda A, y debemos probar que

pertenece al conjunto de la derecha A N B. Hagamos esto. Sea
x € A. (1.5.6)

Debemos llegar a que = pertenece a la interseccion de dos conjuntos, por lo que
necesitamos dos conjuntos en nuestro andlisis, y no 1 como dice (?7). Se tiene que
(?7?) implica que

r€A N xEA,
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lo cual es cierto por la propiedad de idempotencia (Teorema 1.4.4). Como por

hipotesis, A C B, entonces la aseveracion anterior implica que
reA N x€B,
lo cual a su vez implica, por definiciéon de interseccion, que
r€eANDB,

tal como queriamos probar. En resumidas cuentas, lo que hicimos en esta etapa

fue
re€A=xr€A N x € A (idempotencia)
=z €A A x € B (hipotesis)
=z € AN B (definicion de interseccion).
De este modo, hemos probado nuestra tesis, y asi la implicancia en cuestion. O

Ejercicio 1.5.15. Demuestre que
A-B=A& ANB=0.
Solucién. Como debemos probar una equivalencia, entonces debemos demostrar dos
implicancias:
a) A—-B=A= ANnB=0.
b) ANB=0=A-B=A.
Lo hacemos:

a) A—-B=A= ANB=1.
Vamos a realizar la demostracion de esta implicancia, probando que su negacion
es falsa (Este método se llama método de reduccién a lo absurdo). Como la

negacion de p — q es p A ~ ¢, entonces, en nuestro caso, la negaciéon es

A-—B=A AN ANB#. (1.5.7)
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Probamos que (??) es falsa. Si AN B # (), entonces existe x € AN B. Note que

r€ ANB & €A N x € B (definicion de interseccion)
s reA—B A z € B (usando (77?))
S (xeA N xé¢ B) AN xe B (definicion diferencia de conjuntos)

srxeA N (xeB A x¢ B) (asociatividad).

En la dltima linea, tenemos entre otras cosas la aseveracion

(x € B AN x ¢ B), la cual es falsa, dado que no es posible que un elemento
pertenezca y no pertenezca a un conjunto a la vez. De este modo, la aseveracion
(1.7.17) no es verdadera, por lo que el hecho que existe z € AN B no es cierto. Asi
ANB # () es falso, y por lo tanto la negacion (?7?) es falsa. Concluimos finalmente

que nuestra implicancia es verdadera.

b) ANB=0=A—-B=A.
En este caso, la hipotesis es que AN B = () y la tesis que A — B = A. La

tesis corresponde a una igualdad de conjuntos, por lo cual debemos probar dos

inclusiones:
bl) A— B C A.
b2) ACA-B.

Probamos cada una de ellas:

bl) A-BCA
Escogemos x € A — B. Debemos mostrar que x € A. Se tiene que

r€A—-—B=ux¢€A N x¢ B (definicién de diferencia de conjuntos)

= x € A (definicion del conectivo logico A).

De este modo, probamos lo pedido.

b2) AC A-B.

Anéalogamente a lo hecho en la inclusion anterior, escogemos x € A. Note que,
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con respecto a B, x tiene dos opciones: x € B o x ¢ B. Asi, la aseveracion
(x € B V x ¢ B) es verdadera, dado que al menos una de las proposiciones

que la componen es verdadera. De este modo,
reEA=>x€AN (z€B V x¢B). (1.5.8)

Note que el consecuente de (??) es verdadero, dado que es una conjuncion.

De este modo, tenemos que

re€A=x€A N (xeB V z¢B)
=(re€eA NzeB)V (x€A AN z¢ B) (distributividad)
=x € ANB V z € (A— B)(definicion de interseccion y de diferencia de conjuntos)
=z €0 V z € (A— B) (hipotesis)

= x € (A — B) (definicion del conectivo logico V).

Por lo tanto, obtenemos lo pedido.

Finalmente, nuestra equivalencia queda demostrada.

1.5.4. Producto cartesiano.

Consideremos el siguiente ejercicio

Ejercicio 1.5.16. Sean A = {5,6,7} y B ={1,2,3,4} dos conjuntos.

a) Determine el conjunto de todos los pares ordenados (a,b), con a € A yb € B.

¢ Cudntos elementos tiene este conjunto?

Solucién. El conjunto pedido, se denomina producto cartesiano entre Ay B,

en ese orden, y es denotado por A x B. Es decir,

AxB ={(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(7,1),(7,2),(7,3),(7,4) }.
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Este conjunto tiene 12 elementos. Note que 12 corresponde a la multiplicacion de
la cantidad de elementos de A, es decir 3, con la cantidad de elementos de B, es

decir 4.
b) Determine el subconjunto S de A x B, de modo que cada elemento (x,y) € S,
cumple que © — y es un numero par.

Solucién. Se tiene que

S ={(5,1),(5,3),(6,2),(6,4),(7,1),(7,3)}.

Definicién 1.5.11. Sean A y B dos conjuntos no vacios. El producto cartesiano

entre A y B, en ese orden, corresponde al conjunto
Ax B={(a,b):ac A N be B}

Observaciéon 1.5.11. Es decir, para dos conjuntos no vacios A y B, el producto
cartesiano A X B corresponde a todos los pares ordenados (a,b) tales que el primer
elemento a pertenece al primer conjunto A y el segundo elemento pertenece al segundo

conjunto B.

Observacion 1.5.12. En general, si A y B son conjuntos no vacios, donde cada

conjunto tiene una cantidad finita de elementos, entonces
|A x B|=|A|-|B].
Es decir, la cantidad de elementos de A x B, corresponde a la cantidad de elementos
de A por la cantidad de elementos de B.
Veamos como demostrar algunas propiedades:

Ejercicio 1.5.17. Demuestre que (A — B) x C = (Ax C) — (B x C).

Solucién. Lo hacemos escogiendo un elemento (z,y) del conjunto de la derecha, y
probando, a través de una cadena de equivalencias, que (z,y) pertenece al conjunto de
la izquierda. Sea

(x,y) € (A— B) x C.
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En este caso, por definicién de producto cartesiano,
reA—-—B N yeC.
De este modo, por definicion de diferencia de conjuntos,
(xeAN2xé¢B) NyelC (1.5.9)

Como debemos llegar a la diferencia de dos productos cartesianos, la cual es
(A x C) — (B x (), entonces necesitamos otra expresion y € C. Usando idempotencia,

tenemos que (?7) es equivalente a
(xeANxé¢B) N (yeCA yel).
Conmutando y asociando, lo anterior queda como
(xreANyel) AN (xé BN yel)

Como z € A A y € C, entonces (z,y) € A x C. Como xz ¢ BA y € C, esto no es
suficiente para que (x,y) € B x C, por lo que (z,y) ¢ B x C. De este modo, tenemos

que

(x,y) e AxC A (z,y) ¢ BxC.

Asi,
(r,y) € (AxC)—(BxC),

como desedbamos. Lo hecho lo podemos resumir del siguiente modo

(x,y) e(A—B)xC=x€ A—B A y € C (definicion producto cartesiano)
r€A N x¢ B) A ye C (definicion diferencia de conjuntos)

re€ANz¢B) NyeCA yeC (idempotencia)

= (
= (
=xeANyel) N (x¢ B A ye C)(conmut.y asoc.)
= (z,y) € AxC A (x,y) ¢ B x C (definicion producto cartesiano)
= (

z,y) € (Ax C)— (B x C) (definiciéon diferencia de conjuntos).
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1.6. Ejercicios propuestos.
1. Suponga que p — q es falsa. Determine el valor de verdad de
a) ~q—p ¢c) ~pVyq
b) p— (p—q) d) ¢—p

2. En cada caso, si es posible, determine el valor de verdad de la proposicién dada,

usando los datos propuestos.

a) p— (qVr), sabiendo que r es verdadero.
b) (pAq) < (p —~ q), sabiendo que g es falso.

¢) ~ q — p, sabiendo que pV ¢ es falso.
3. En cada caso, determine, si es posible, el valor de verdad de p, si

a) p > qes falso y ~ g es verdadera.
b) (pAq)— r es falso.

¢) (p—=q) V (~q—r) es falso.
4. Demuestre, usando una tabla de verdad, cada proposiciéon siguiente
a) ~(p<rq) & [(pA~q) vV (g~ p)]

b) [(p—q) N (g—=7)=@—r)

o) [(pea) A(gern))=@er)

5. Demuestre, usando equivalencias logicas, cada proposiciéon siguiente
a) [(p = q)V~pl < (p—aq)
b) (¢ =~p)=(~pV ~q)

c) ~(p<rq) = [(pA~q) vV (gh~Dp)]
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6. Determine si cada una de las siguientes aseveraciones es tautologia, contradiccion

o contingencia.

a) pA ~p d) p<~p
b) pV ~p e) (pANg)= (pVaq)
¢) p—=~Dp

7. Sea U ={-3,-2,—1,0,1,2,3}. Considere la funcién proposicional

a) p(z):x+2>0

b) p(z) : é es un nimero entero
¢) p(x):2*=0

d) p(x):2* =4

e) p(x):2* <16

7.1) Obtenga su conjunto de validez en U.

7.2) En base a lo obtenido en 7.1), concluya cuél(es) de las siguientes

aseveraciones es(son) verdadera(s):
1) Ve e U : p(z)

2) Jx e U : p(x)

3) dlxz e U:p(x)

8. Sea B ={2,3,4,5,6,7,8,9}. Para cada proposicion siguiente:

a) Vee B:x+5>12 d) Jx € B : x es primo
b) Vo € B: x es par e) 3r € B: 2% > 100
¢) 3z € B: x es impar f) zeB:z*=9

8.1) Determine, justificadamente, su valor de verdad.

8.2) Escriba su negacion.
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9. Sea B ={2,3,4,5,6,7,8,9}.

a) Determine el conjunto de validez de

120
p(z):2° <200 v — €N
x

en B.

b) En base lo obtenido en a), ;Es verdadera la proposicion

Vo € B:p(x)?

¢) Niegue la proposicion

Vx € B : p(x),

y determine su valor de verdad.
10. Considere las proposiciones

a) 'neN:n—-3> -2
b) AneN:n? =1

¢) dxeZ:x*=1

d) VeeR: -z <0

e) IreR: 23 <x
flVzeR:22>0 V 2z =0

g) Vn € N : n es miltiplo de 8 — n es multiplo de 2
h) ¥Yn € N : n es miltiplo de 2 — n es multiplo de 8
i) ¥n € N:n es multiplo de 2 <» n es miultiplo de 8

Ve eR: 20 +4=0+ = -2

10.1) Determine, justificadamente, su valor de verdad.

10.2) Escriba su negacion.
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11. Considere los conjuntos A ={1,2,3,4,5}, B = {5,6,7} y las proposiciones

o) Vee A,2Jye Bz +y <10
b) Ix e A\Vye B:x+y <10

c) Arxe AVye B:ax+y <10

11.1) Determine, justificadamente, su valor de verdad.

11.2) Escriba su negacion.

12. Considere el conjunto A = {—3,—2,—1,0,1,2}. Determine, justificadamente, el

valor de verdad de:
a) Vee A,2Jye A: 2?2 +y* <9
by Vee AVye A: 2?2 +¢y* <9
c) Ire AVye A: 2?2 +¢y* <10
d) Arc AVyecA:z?+y? <10
e) Jre A, Fye A:a?+y* > 16
13. Considere la proposicion

neNVmeN:m<n.

a) Justifique por qué es falsa.

b) Obtenga su negacion y justifique por qué esta es verdadera.
14. Considere la proposicion
VieR,neN:n<zx<n-+1.

a) (Cudl es su valor de verdad?

b) Escriba su negacion y compruebe que tiene el valor de verdad opuesto a la

proposiciéon dada.
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15. Considerando el conjunto universo U = N, escriba por comprension los conjuntos

dados.

a) A={4,812,16}
b) B={1,4,9,16,25,36}
c) C=1{2,3,57,11,13}
16. Escriba por extension los siguientes conjuntos.
a) A={zeR:2?=4}
b) B={xeN:z—-2=-5}
¢) H={z:z es una letra de la palabra EDUCACION}

17. Determine si cada una de las siguientes aseveraciones es verdadera o falsa.

a) {a,b} € {a} f) {ay <0

b) {a} € {a,b} g9) 0 C {a}

¢) {a} € {a} h) {0} < {a}

d) {a} € {a} 1) {a,b} € {{a,0}, ¢}
e) {a} € {{a}} 7) {{a,b}} € {{a, b}, c}

18. Considere los conjuntos

A ={z € N:z es miltiplo de 5}

B ={z € N: z es miltiplo de 10}

C = {x € N: z es miltiplo de 4}

D = {z € N: z es multiplo de 6}

E = {x € N: z es multiplo de 2}

a) Decidasi AC Bysi BCA.
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b) Defina por comprension los conjuntos CND, AUB, ANB,B—Ay BNCND.

¢) Decida si (C'U D) C E. Justifique.
19. Sea U = N. Si
A ={n € N:n esun nimero primo A n < 8}
y B ={2,6,7,8}, determine (AU B) — (AN B)
20. SeaU={r€Z:-4<x<3}y A= {x €U :a?<4}. Determine A°.

21. Sea A={neN:n?-5n+6=0}y B=1{23,5}. Determine la veracidad de

cada una de las siguientes afirmaciones:

a) BCA d) P(4) C P(B)
b) {3,5} € P(A) e) {0} € P(B)
o) {{3}} € P(B)

22. Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, jcuél(es) de las siguientes aseveraciones

no es siempre verdadera?

a) AUA® =T Q) hcA
b) A-B=B— A ¢) (ANB) = AU B*
c) AND =10

23. Demuestre que

a

) A=(ANB)U(A—-B) e) AUB=A< BCA
b) ACB= B°C A°
f)A—B=0=ANnB=A
¢c) BCA=B=A—-(A-B)
)

d) (A-B)U(ANB)U(B—A)=AUB g¢g) AnNB=A< ACB
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

CAPITULO 1. LOGICA Y CONJUNTOS.
Sean A = {1,3,5,7} y B=1{2,4,6,8}.

a) Determine el conjunto A X B.

b) Defina por extension el conjunto
C ={(r,y) € Ax B:x+y es un multiplo de 3}.
¢) (A qué conjunto corresponde
D ={(z,y) € Ax B:x+y es un nimero impar}?
Dados Ay B dos conjuntos cualesquiera,; Es cierto que Ax B = B x A? Justifique.

Demuestre que

a) Ax@=10
b) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
¢c) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

d) ACBANCCD=AxCCBXxD

En una encuesta sobre deportes preferidos, los 32 encuestados manifestaron que
les gusta el futbol o tenis. Si a 30 de ellos les gusta el fiutbol, y 10 les gustan

ambos deportes ;A cuantos encuestados les gusta el tenis?

A un vacunatorio de Concepcién acudieron durante el dia de ayer 14000 lactantes,
de los cuales 2420 se vacunaron contra la Hepatitis, 5080 contra la Varicela, 6100
contra la Fiebre Tifoidea, 50 contra la Varicela y la Fiebre Tifoidea, 70 contra
la Hepatitis y la Varicela, 30 contra la Hepatitis y la Varicela, pero no contra
la Fiebre Tifoidea, 50 contra la Hepatitis y la Fiebre Tifoidea pero no contra la

Varicela. ; Cuantos lactantes no fueron vacunados?

Se quiere determinar el grupo sanguineo de 1000 personas. Para ello se analiza
la presencia o ausencia de tres antigenos en la sangre de estas personas. Estos

antigenos son A, B y R;. Una persona pertenece al grupo sanguineo:
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30.

s AT: sl en su sangre solo estan presentes los antigenos A y Ry,
= A7:si en su sangre s6lo esta presente el antigeno A,
= BT:sien su sangre solo estan presentes los antigenos By Ry,
= B7:sien su sangre solo esta presente el antigeno B,
» AB™: si en su sangre estan presentes los tres antigenos A, By Ry,
= AB7: si en su sangre so6lo estin presenten los antigenos A y B,
» O7: si en su sangre s6lo esta presente el antigeno Ry,
= (O7: si en su sangre no se encuentra ninguno de los tres antigenos buscados.
Sabiendo que de las 1000 personas estudiadas: 40 tienen grupo sanguineo AB™,
400 tienen grupo sanguineo A1, 200 tienen grupo sanguineo O, 220 tienen grupo
sanguineo O, 40 tienen grupo sanguineo A, 10 tienen grupo sanguineo B, 700
poseen el antigeno Rj, y 180 poseen el antigeno B. Responda
a) {Cuéantas personas tienen grupo sanguineo B*?
b) ;Cuantas personas tienen grupo sanguineo AB~7
Una empresa desea capacitar a sus 235 empleados ofreciéndoles cursos de Inglés,
Francés y Aleman. Con el objetivo de analizar si esta idea seria bien acogida, se

aplica una encuesta entre los empleados. Los resultados que se obtienen son los

siguientes:

todos los empleados manifestan interés por al menos uno de los cursos,

95 empleados estarian interesados en inscribirse en el curso de Francés, 85

en el de Aleméan y 144 en el de Inglés,

a 12 de ellos les interesaria aprender los tres idiomas,

42 aprenderian Aleméan e Inglés y 37 prefieren inscribirse en los cursos de

Francés y Aleman.
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Responda:

a) {A cuantos empleados les interesaria estudiar Inglés y Francés?

b) ;Cuantos empleados estarian interesados sélo en Inglés?

Justifique sus respuestas.



Capitulo 2

Conjuntos numéricos.

2.1. Introduccion.

En este capitulo abordaremos el mundo de los nimeros. Partiremos con los niimeros
naturales, los cuales usualmente usamos para contar u ordenar los elementos de un

conjunto. Serd un breve pincelazo, en el cual veremos problemas como

A una reunion asistieron 42 personas. Habian 5 mujeres mds que hombres, y 2 ninos

mds que mujeres ;Cudntas mujeres, hombres y ninos habian?

A primera vista uno pensaria en resolver este problema con una ecuacion, sin

embargo, es mucho mas rapido hacerlo con un razonamiento netamente ntmerico.

Continuaremos con los ntimeros enteros, el cual también serd un breve pincelazo.
Aqui aparecen situaciones que involucran temperaturas bajo cero, estados de cuenta
bancarios, o anos antes y después de Cristo. Aqui, ya sea usando operaciones con
enteros, o simplemente una recta niimerica més alguna operaciéon con niimeros naturales,
podremos resolver problemas como determinar la cantidad de anos que pasaron desde
los primeros juegos olimpicos realizados en la antigua Grecia, los cuales datan del ano

776 A.C., hasta el dia de hoy.

Nuestro estudio mas extenso sera de los niimeros racionales, en el cual abordaremos

cantidades fraccionarias, operatoria de fracciones, y aplicaciones, como por ejemplo los

83
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porcentajes. Resolveremos problemas como

Carla desea vender un terreno. Logro venderlo en 3 etapas, del siguiente modo:

s In Marzo, vendio % del terreno.
s En Abril, vendid la cuarta parte de lo que vendid en Marzo.

» En Mayo vendio las restantes 3000 hectdreas.

s Cudntas hectdreas en total posee el terreno?

Solucionaremos este tipo de problemas de dos formas, una usando solo operatoria

aritmética, y otra a través de representaciones graficas.

En las aplicaciones como lo son los porcentajes, podremos determinar qué porcentaje
de la superficie de la Tierra estd ocupada con agua, sabiendo que esta corresponde
aproximadamente a 510,1 millones de kms? y que el agua en la Tierra ocupa

aproximadamente 362,17 millones de kms?.

El dltimo conjunto ndmerico que estudiaremos en este capitulo, serda el de los
numeros irracionales, en donde aparecen conocidos ntimeros como 7 y e, los cuales

tienen importantes aplicaciones.

Posteriormente haremos un minucioso estudio de las potencias de distinto tipo de

exponentes, dindole sentido a expresiones como
_ 1
2337 0 641.

Analizaremos la operatoria con potencias y raices, fundamental para cursar asignaturas

posteriores de Matemaética.

Para terminar este capitulo, usaremos lo aprendido para resolver problemas
vinculados con notacién cientifica. Por ejemplo, determinaremos a cuéntas veces el
volumen del Sol corresponde el volumen de la Tierra, sabiendo que el volumen del sol

es de 1,4123 - 10'® km? y el volumen de la Tierra es de 1,08321 - 10'2 km?3.
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2.2. Numeros naturales.

El conjunto de los niimeros naturales, el cual es denotado por N, consiste en los
nimeros que usualmente utilizamos para contar los elementos de un conjunto, o para
describir la posicion de cada elemento de una secuencia ordenada. De este modo, el

conjunto N, representado con algunos de sus elementos, corresponde a
N=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,...}.

Con las 4 operaciones bésicas entre ntimeros naturales: suma, resta, multiplicacion y

divisiéon, podemos resolver variados problemas:

Ejercicio 2.2.1. Andrés y Daniela juntaron $59000 para ir de paseo a una playa por el

fin de semana. Daniela puso $7000 mds que Andrés. ;Cudnto dinero aportd cada uno?

Solucién. Tenemos la siguiente representacion del problema:

Andrés

$ 59000

Daniela

Daniela $ 7000

donde cada rectangulo corresponde al dinero que aporté la persona cuyo nombre
sale en él. Si al total de dinero, es decir a $59000, le quitamos los $7000 de méas que
puso Daniela, entonces obtenemos $52000, que seria el total de dinero que juntarian

ambos, en el caso que cada uno colocara la misma cantidad:

Andrés

$ 52000

Daniela
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Por lo tanto, haciendo

52000 = 2 = 26000,

entonces obtenemos que Andrés puso $26000 y Daniela puso
$26000 + $7000 = $33000.

]

Ejercicio 2.2.2. En un cajon tengo naranjas, manzanas y platanos. Este tiene el doble
de manzanas que de pldtanos, y el doble de naranjas que de manzanas. Si en total el

cajon tiene 126 frutas. ;Cudntas frutas de cada tipo hay?

Solucién. La representacion es

Pldtanos
Manzanas Manzanas 126 frutas
Naranjas Naranjas Naranjas Naranjas j

Dada esta representacion, tenemos las frutas en 7 grupos, por lo que hacemos
126 + 7 = 18,
de donde se deduce en cada grupo hay 18 frutas. De este modo, tenemos
= 18 platanos.
s 182 =20+ 16 = 36 manzanas.

» v 184 =362 = 72 naranjas.
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Ejercicio 2.2.3. En mi tienda vendo 76 corbatas, y tengo rojas, verdes y azules. Las
corbatas verdes son 10 mds que las corbatas rojas, y las corbatas azules son la misma
cantidad que las corbatas rojas y verdes juntas. ;Cudntas corbatas de cada tipo tengo

para vender?

Solucién. Una representacion es

rojas

verdes 10 verdes
azules 76 corbatas
azules 10 azules

Vemos que si quitamos el exceso de 20 corbatas (10 verdes y 10 azules), entonces nos

quedan 4 grupos iguales, los cuales en total hacen 56 corbatas. Luego, como
56 +4 = 14,
entonces cada grupo tiene 14 corbatas. De este modo,
= las corbatas rojas son 14,
= las corbatas verdes son 14 + 10 = 24,

= las corbatas rojas son 14 + 24 = 38.
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2.3. Numeros enteros.

El conjunto de los niimeros enteros, el cual es denotado por Z, representado con

algunos de sus elementos, viene dado por
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

El conjunto de los nimeros enteros tiene como elementos a los niimeros naturales, al cero
y los llamados opuestos aditivos de los niimeros naturales. Mas formalmente, decimos
que

Z=NU{0}U{—n:neN}.

Los nimeros enteros son usados para medir temperatura, altura con respecto al nivel

del mar, utilidades de una empresa, etc.

Note que N C Z:

Ejercicio 2.3.1. José nacid en el ano 45 AC. St su padre lo tuvo a los 22 anos. ;En

qué ano nacio?
Solucién. Este problema lo podemos resolver de dos formas:

= Primera forma: Usamos una recta ntimerica. Ubicamos el ano —45, ano en el cual
nacié José. Como su padre lo tuvo a los 22 anos, esto quiere decir que su padre
nacié 22 anos antes, por lo que simbolizamos todo lo mencionado del siguiente

modo:
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22

1

45 0

Desde 0 a —45 hay 45 unidades de distancia, y si a eso le agregamos 22 unidades
mas hacia la izquierda, es decir, si efectuamos la suma 45 + 22 = 67, obtenemos

que el padre naci6 en el ano 67 AC.

» Segunda forma: Usando operaciones con ndimeros enteros. Como José naci6
en el ano —45 y su padre 22 anos antes, entonces efectuamos la operaciéon
—45 — 22 = —67, de donde directamente deducimos que el padre naci6é en el

ano 67 AC.
Il

Ejercicio 2.3.2. La temperatura del aire baja segin se asciende en la atmdsfera a razon
de 1° cada 154 metros. ;A qué altura vuela un cohete si la temperatura del aire es de

—27° y la temperatura en la superficie terrestre es de —5°?

Solucién. Para determinar cuanto disminuy6 la temperatura desde —5° a —27°

podemos proceder de algunas de las siguientes formas:

» La variaciéon de temperatura corresponde a
temperatura final — temperatura inicial = —27 — (=5) = —22,

lo que quiere decir que desde la superficie terrestre hasta la altura en la que se

encuentra el avion, la temperatura disminuyé en 22°.

= Usando la recta nimerica, vemos que:

~C NN NN

—27°  =25° —20° -1 —10°
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por lo que entre —5° y —27°, tenemos 22° de disminucion.

Asi, hubieron 22 disminuciones de 1°, cada cual equivale a 154 metros. De este modo,
como

929 - 154 = 3388,

entonces el cohete vuela a una altura de 3388 metros.

2.4. Numeros racionales.

El conjunto de los nimeros racionales, el cual es denotado por Q, corresponde al
conjunto de niimeros decimales que se pueden representar como una fraccién de nimeros

enteros, tales como

0,5, el cual puede ser expresado como %

= —1,25, el cual puede ser representado como %6 o simplemente como —g

1

» 0,3 =0,333..., el cual puede ser representado como 3

» 1,12 =1,1222. ., el cual puede ser representado como %

= 5, el cual puede ser representado como %
—30
1

o simplemente como —3°

» —30, el cual puede ser representado como .

Note que cualquier niimero entero a puede ser representado como ¢, por lo que Z C Q:
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En general, los nimeros racionales corresponden a:

s Numeros decimales finitos:
Ejemplos: 1,25;3,4; —2,125;7; —3.

Son aquellos niimeros con una cantidad finita de cifras decimales.

= Niameros decimales periddicos:
Ejemplos: 3.2 = 3,222...;4.35 = 4,3535...
Son aquellos nimeros para los cuales, en su parte decimal, se repite indefinida-
mente un patréon de cifras, el cual estd posicionado a partir de la primera cifra

decimal.

= Niameros decimales semiperiodicos:
Ejemplos: 2,35 = 2,3555...; 1,172 = 1,17222...
Son aquellos nimeros, para los cuales, en su parte decimal, se repite indefinida-
mente un patrén de cifras, el cual no esta posicionado a partir de la primera cifra

decimal.
Ejercicio 2.4.1. Exprese 1,35 como una fraccion irreducible de nimeros enteros.

Solucidén. Sea

z=1,35

Multiplicamos esta igualdad por una potencia de 10, de modo que 1,35 se transforme

en un nimero entero. Es decir, multiplicamos esta igualdad por 100. Obtenemos que
x=1,35 < 100x = 135

Despejando z de la dltima igualdad, se deduce que

135 27

Por lo tanto, 1,35 puede ser expresado como la fraccion irreducible g—g. O
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Ejercicio 2.4.2. Ezprese 3,27 como una fraccion irreducible de nimeros enteros.

Solucién. Sea

x = 3,272727... (2.4.1)

Multiplicamos esta igualdad por una potencia de 10, de modo que el nimero decimal
obtenido a la derecha, tenga el mismo periodo que 3,27. Es decir, multiplicamos (?7)

por 100, obteniendo la igualdad

100z = 327, 272727... (2.4.2)
Si a (?77?) le restamos (77), obtenemos que

100z — x = 327 — 3,

de donde se deduce que

324 36
PYr=32"T-3 & 99 S 11
Asi, hemos probado que 3,27 es expresado como la fraccion irreducible 2. O

Ejercicio 2.4.3. Ezprese 1,54 como una fraccion irreducible de niimeros enteros.

Solucioén. Sea

z=1,5444... (2.4.3)

Multiplicamos (?7) por una potencia de 10, de modo que el nimero decimal obtenido

a la derecha sea periodico. Es decir, multiplicamos (??) por 10, obteniendo
10z = 15,444... (2.4.4)

Ahora, multiplicamos (??) por una potencia de 10 , de modo que el nimero decimal
obtenido a la derecha, tenga el mismo periodo que 15,4, es decir, multiplicamos (?7)
por 10, obteniendo

100z = 154, 444... (2.4.5)

Si a (7?) le restamos (??), obtenemos 90z = 154 — 15, de donde z = 2. O sea, 1,54

puede ser expresado como la fracciéon irreducible %. O
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2.4.1. Comparacién de fracciones.

Ejercicio 2.4.4. En las elecciones de Pelotillehue, Condorito y Comegato compiten
palmo a palmo por obtener el puesto de alcalde de la comuna. Condorito obtuvo % del

total de votos y Comegato %. ¢ Quién gand la eleccion?

Solucién. Debemos determinar quién es mayor, si % 0 %. Para esto, transformamos

ambas fracciones en fracciones con el mismo denominador. El denominador comin, sera

el M.C.M entre los denominadores 3 y 20, es decir 60. De este modo,

I 1-20 20
3 3-20 60
y
T 73 21
20 20-3 60
Asi, como
21 - 20
60 = 60’
entonces
7 - 1
20~ 3’
por lo que Comegato es el nuevo alcalde. O]

Ejercicio 2.4.5. ;Qué niumero es mayor,

Solucion. Note que MCM(14,6) = 42. De este modo, transformamos ambas

fracciones en fracciones equivalentes con denominador 42. En efecto,

11 11-3 33

14 14-3 42

ot

-7 35

5_ —
6 6-7 42’
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por lo que concluimos que

Solucién. Note que M.C.M.(5,10) = 10. Queremos que ambas fracciones tengan

denominador 10, por lo que sélo transformamos la fraccion % En efecto,

2 22 4
5 5.2 10
por lo que
2 - 3
5 10°

[]

Observacién 2.4.1. Dadas dos fracciones, para determinar cual de ellas es mayor,
o si son equivalentes, podemos transformar una o ambas fracciones en fracciones
equivalentes que tengan el mismo denominador, segiin sea necesario. El denominador
comtn escogido puede ser el MCM entre los denominadores. Una vez realizado esto,

comparamos las fracciones obtenidas.
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2.4.2. Suma de fracciones y resta de fracciones.

Ejercicio 2.4.6. Don Marcelo usa % de su terreno para plantar papas y luego % del

mismo para plantar lechugas. ;Qué fraccion del terreno ocupd para ambas plantaciones?

Solucién. Para resolver el problema, debemos calcular la suma % + % Representamos

el terreno por un rectangulo, donde las zonas achuradas corresponden a las plantaciones

efectuadas:

LECHUGAS

Es evidente de la figura, que la fraccion del terreno correspondiente a ambas plantaciones

es % Es decir,

| w
_|_
Do
| Ot

En general, tenemos que

Definicién 2.4.1. S a,b, c son nimeros enteros con ¢ > 0, entonces

a b_a+b

c ¢ ¢
Yy

a b_a—b

c ¢ ¢

Observacion 2.4.2. Es decir, al sumar (restar) dos fracciones del mismo denominador,
obtenemos una fraccién cuyo denominador es el denominador comin, y cuyo numerador

es la suma (resta) de los numeradores.



96 CAPITULO 2. CONJUNTOS NUMERICOS.

Ejercicio 2.4.7. Considere la suma

A~ w
+
| Ot

Responda

a) scudl es el minimo comiun mailtiplo (MCM) entre los denominadores?

Solucién. El minimo coman maultiplo es 12.

b) transforme cada fraccion de la operacidn dada en una fraccion equivalente,
de modo que el denominador comin sea el MCM calculado. Luego realice la

OPETACLON.

Solucién. Note que

=
+
| Ot
ol
‘OJ
+ Wl W
El
Om‘cn
N DN

cletlet
—
N

Ejercicio 2.4.8. Sean a,b,c y d nimeros enteros, con b,d > 0. Considere la suma

Cc

+C—l,

a
b
Transforme cada fraccion de la operacion dada en una fraccion equivalente, de modo

que ambos sumandos tengan el mismo denominador. Luego realice la operacion dada.

Solucién. Pensemos en el MCM entre los denominadores como el producto bd. De este
modo,

a-d c¢-b

bd d-b

_ad | be

bd  bd
ad + be

a_ ¢
b d

bd
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Tenemos que

Proposicion 2.4.2. Sean a,b,c y d nimeros enteros con b,d > 0. Se tiene que

¢ ad + be
d b

o
b

a ¢ ad+be

b d  bd
Observacion 2.4.3. Para sumar o restar fracciones que tienen distinto denominador,
transformamos una o varias de estas fracciones en una fraccion equivalente (segin sea
necesario), de modo que todas tengan denominador comtn. Posteriormente efectuamos
la operacion respectiva. Usualmente el denominador comtn escogido es el MCM entre

los denominadores.

2.4.3. Numero mixto.

Ejercicio 2.4.9. Cuatro muchachos aventureros se aprestan a realizar un trekking en el
Parque Nacional Radal Siete Tazas. Desean repartir en forma equitativa los 11 litros de
agua que poseen en algunos bidones. Si el grupo posee en una caja varias cantimploras

de 1 litro de capacidad ;Cudntas cantimploras le corresponden a cada uno?

Solucién. Hacemos

11 +4

cuyo cuociente es 2, y cuyo resto es 3. Note que, en general cuando dividimos dos

nuimeros naturales, en la forma
dividendo + divisor

entonces

dividendo = divisor - cuociente 4+ resto.

De este modo, dividiendo cada término de la igualdad anterior por el dividendo,

deducimos que

dividendo . resto
———— = cuoclente + —
divisor divisor
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En nuestro caso particular, esto es

11 3
— =2+ -
4 +4

Asi, a cada muchacho le tocan 2 litros y % de litro de agua, por lo que cada uno debe

ocupar 3 cantimploras.

Observacion 2.4.4. La igualdad

11 3
— =247 2.4.6
T =2t (2.4.6)

la podemos interpretar como que 14—1 corresponde a 2 enteros y %. Otra forma de expresar

(77), es

1.3
— =27 2.4.7
1 =2 (2.4.7)

1

En el caso de (?7?), decimos que Zl estd expresado como niimero mixto, donde la

3

parte entera corresponde a 2, y la parte fraccionaria a 3

. En general, tenemos la

siguiente definicién:

Definicion 2.4.3. Sean a y b nimeros naturales, con a > b. Si al realizar la division

a=+b
obtenemos cuociente c y resto r, entonces la fraccion % puede ser expresada como
oo
lo cual se denota como
% - c%. (2.4.8)

La expresion del miembro derecho de (?7?), se denomina mimero maizto. Mds ain c

se denomina parte entera, y ; se denomina parte fraccionaria del nimero mizto.
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Ejercicio 2.4.10. ;A qué numero mizto corresponde la fraccion % ?
Solucién. Lo hacemos de dos formas:

= Primera forma: Hacemos la division 15 = 6, obteniendo cuociente 2 y resto 3. De

este modo,

= Segunda forma: Expresamos el numerador 15 como suma de su miltiplo de 6 més

“cercano” y menor que él, con otro ntimero natural. Es decir,

15 12+3
6 6
Separamos la fraccion del miembro izquierdo en dos fracciones, quedando
5 12 3 1 1
— = — 4+ -=2+4-=2—.
6 6 6 T3 72

Ejercicio 2.4.11. ;A qué fraccion corresponde el nimero mixto 5%?
Solucién. Lo hacemos de dos formas:

= Primera forma: El niimero mixto corresponde a

5+2
2,
De este modo,
2 2 15 2 17
3=itg =gty

= Segunda forma: Si vemos la fracciéon a obtener como una division, entonces de la
definicion de nimero mixto deducimos que el divisor es 3, el cuociente es 5, y el
resto es 2. De este modo, el dividendo es 5 -3 + 2 = 17. Por lo tanto, la division
asociada es
17+ 3
y la fraccion es 137 Observando el nimero mixto, vemos que el numerador
de nuestra fraccion se puede obtener multiplicando la parte entera 5, por el

denominador de la parte fraccionaria 3, y a lo obtenido sumandole el numerador

de la parte fraccionaria, es decir 2.
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Observacion 2.4.5. En general, si ¢, r, b son niimeros naturales, entonces el nimero

mixto
r
c_
b
corresponde a
n r ¢ r
c+—-=—
b b b’
es decir a la fraccion
cb+r
T

O sea, el numerador de nuestra fraccion, lo obtenemos multiplicando la parte entera
por el denominador de la parte fraccionaria, y a eso le sumamos el numerador de la
parte fraccionaria. El denominador, corresponde simplemente al denominador de la

parte fraccionaria del nimero mixto.

Ejercicio 2.4.12. En un restordn, un grupo de 3 amigos piden una cierta cantidad de
quesadillas. Luego que el mesero les trajo la bandeja con quesadillas, éstos las repartieron

equitativamente, quedando 4% para cada uno. ;Cudntas quesadillas trajo el mesero?
Solucidén. Lo resolvemos de dos formas:

= Primera forma: Vemos que la cantidad de quesadillas por persona corresponde a

4 + % De este modo, como son 3 amigos, la cantidad total de quesadillas es
2 2
3- 4+§ :3-4+3-§:12+2:14.

= Segunda forma: Expresamos el nimero mixto 4% como fraccion, la cual es %.

Como las quesadillas estan repartidas entre 3 amigos, entonces concluimos que

éstas son 14.
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2.4.4. Fraccion de una cantidad fija.

Ejercicio 2.4.13. Don José tiene 36 ovejas. Debido a problemas econdmicos, decide

vender % de su rebano. ;Cudntas ovejas vendio?

Solucién. Calculamos los % de 36. Para ello, dividimos las 36 ovejas en 3 grupos

36 ovejas
12 ovejas 12 ovejas 12 ovejas
de los cuales tomamos sélo 2:
36 ovejas
12 ovejas 12 ovejas 12 ovejas
De este modo, Don José vendi6 24 ovejas. O

Ejercicio 2.4.14. Calcule:
a) los 2 de 56

Solucién. Resumimos lo hecho en el ejercicio anterior. Dividimos 56 en 7 grupos.

Como

56+ 7 =8,

entonces cada grupo es de 8 unidades. Como necesitamos 5 de tales grupos,

hacemos

5 -8 =40,
de donde deducimos que los % de 56 corresponden a 40 unidades. O
b) los T de 48

Solucién. Dividimos 48 en 4 partes, obteniendo que cada parte es de 12 unidades.

Si consideramos 7 de esas partes, obtenemos que LZL de 48 es 84. O



102 CAPITULO 2. CONJUNTOS NUMERICOS.
d) los 2 de 144

Solucién. Esta cantidad, asi como también las de los ejercicios anteriores, se

puede calcular simplemente realizando

9 144:5-144
6 6
= 120.

Proposicion 2.4.4. Sean a,b,c € N. Se tiene los § de c corresponden a

a-c
= —.

b b
2.4.5. Multiplicacién de fracciones.

Ejercicio 2.4.15. Don José ha realizado una plantacion de lechugas en las % partes
de su terreno. Luego del temporal, sélo permanecieron % de la plantacion de lechugas.

s Qué fraccion del terreno permanecid con lechugas?

Solucién. Deseamos calcular las % partes de los % del terreno, es decir, debemos calcular

[GVRI )
(RN

Para tal efecto, usamos un rectangulo que representa el terreno, en el cual achuramos

los % de éste:

La fraccién del terreno que permanecié con lechugas corresponde a % de la zona
achurada, por lo cual dividimos la zona total en 3 partes, de modo que la zona achurada

también se divide en 3 partes, y tomamos s6lo dos partes de ésta:



2.4. Numeros racionales. 103

Podemos ver entonces que la zona del terreno que permaneci6 con lechugas corresponde

a % del total. O sea,

Wl N
Ol >
|

Definicién 2.4.5. Sean a,b, c,d nimeros naturales. Se tiene que

a-c

b-d

SalES]
o

Observaciéon 2.4.6. Es decir, al multiplicar dos fracciones, el numerador de la fraccion
resultante corresponde al producto de los numeradores, y el denominador resultante al

producto de los denominadores.

Ejercicio 2.4.16. Carla desea vender un terremo. Logré venderlo en 3 etapas, del

stquiente modo:
s n Marzo, vendio % del terreno.
s En Abril, vendid la cuarta parte de lo que vendid en Marzo.

s In Mayo vendio las restantes 3000 hectdreas.

a) ¢Qué fraccion del terreno vendid en el periodo Marzo-Abril?
Solucidén. Resolvemos el problema de dos formas:

= Primera forma: Usando un diagrama. Representamos el terreno por un

rectangulo, donde la zona achurada corresponde a lo vendido en Marzo:
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MARZO

En Abril vendi6 la cuarta parte de lo vendido en Marzo, por lo que necesi-
tamos dividir la zona achurada en 4 partes. Para ello dividimos cada tercio

en 2 partes, y obtenemos que

MARZO ABRIL

Asi, lo que se vendié en Abril es % del total. De este modo, segin el dltimo

rectangulo, en el periodo Marzo-Abril se vendieron g del total.

= Segunda forma: Usando operaciones con fracciones. En Abril se vendio i de

% del terreno, es decir

12 1
43 6
del terreno. Por lo tanto, entre Marzo y Abril se vendieron

+ +

°
6

O~
=

Wl N
NN
[N

w | Do
+
[N

del terreno.

b) ;Cudntas hectdreas en total posee el terreno?

Solucién. Segin lo obtenido en a), las hectareas vendidas en Mayo, es decir las
restantes 3000 hectéareas, corresponden a % del total, por lo que el terreno tiene

3000 - 6 = 18000 hectareas. O
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Ejercicio 2.4.17. Para ir de la casa de Pedro a la casa de Pablo, se deben recorrer en
linea recta 1 km y medio hacia el sur y luego 2 km hacia el este. Si se construyera una
carretera en linea recta que va desde la casa de Pedro a la casa de Pablo, jcudnto mds

corto es el recorrido?

Solucién. Un diagrama de la situacion es:

CASA PEDRO

1,5 km

-

0 2 km

CASA PABLO

Usamos el Teorema de Pitdgoras y, como debemos elevar al cuadrado, es preferible
expresar las distancias como fracciones. De este modo, la distancia entre la casa de

Pedro y el punto O es de % km. Por lo tanto, la longitud d de la nueva carretera es tal

que
d2:(2>2+22<:>d2:%+4
9 16
@dQZg;—Z
<:>c12:5Z
(:)d:§
S d=2,5

De este modo, la nueva carretera tendria una longitud de 2,5 km, y como el camino

actual es de 3,5 km, entonces el nuevo camino serfa 1 km mas corto. O
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2.4.6. Division de fracciones.

Ejercicio 2.4.18. Realice la division

W OO | =~

amplificando el numerador y el denominador de cada fraccion siguiente por el inverso

multiplicativo del denominador

Solucién. Se tiene que

O~
[N [eN]
O~
[N [eN]

O >
DO W
Wl

wiro|©olx
win
N

—_

Ejercicio 2.4.19. Sean a, b, c,d nimeros naturales. Considere la division

Ql ol 2

Realice esta division, amplificando el numerador y el denominador por el inverso

multiplicativo del denominador.

Solucién. Note que

alo|sle

De este modo, tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 2.4.6. Sean a,b, c,d numeros naturales. Se tiene que

9

ol

alo|sle

a
b
Observacion 2.4.7. Informalmente, para obtener la fraccién resultante de dividir dos

fracciones, multiplicamos la fraccion dividendo por la fraccion divisor ‘invertida”.
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Ejercicio 2.4.20. Una caja de detergente rinde para 80 copas de detergente. St la
lavadora de Daniela recomienda 1 copa y cuarto de detergente por lavado, ;cudntos

lavados se pueden hacer con una sdla caja?

Solucién. Para obtener la cantidad de lavados, debemos determinar cuantos grupos
de 1 copa y % se pueden formar con 80 copas de detergente. Luego, como 1 + i = %,

para obtener la cantidad de lavados, dividimos 80 entre %, obteniendo

De este modo, con una sola caja se pueden hacer 64 lavados. O

2.4.7. Porcentajes.

Ejercicio 2.4.21. En una encuesta realizada en la ciudad de Concepcion para analizar
la gestion de la alcaldia anterior, el 40 % de los encuestados declard estar conforme con
la gestion y el 45% declard estar disconforme. Si la encuesta fue respondida por 50000
personas scudntas personas estdn conformes y cudntas disconformes con la gestion del

alcalde?
Solucién. Se tiene que:

= Calculemos la cantidad de personas conformes. Para ello, necesitamos determinar
el 40 % de 50000.
Esto es equivalente a calcular

40
los — d .
08 100 e 50000

Como esta cantidad corresponde a

40 50000 = 20000
100 N ’

entonces las personas conformes corresponden a 20000 encuestados.
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s Calculemos la cantidad de personas disconformes. Para ello, necesitamos

determinar
el 45 % de 50000.
Esto es equivalente a calcular

45
los — de 50000.
T

De este modo, como

45
* — 22

entonces las personas disconformes corresponden a 22500 encuestados.
m

Definicion 2.4.7. Sea a € R con a > 0. El porcentaje a % corresponde a la fraccion

a
(Z% = 1—00
Observacién 2.4.8. Sea a € R con a > 0. De la definiciéon se desprende que, si

queremos calcular el a % de una cantidad ¢, entonces calculamos los 705 de ¢

Algunos porcentajes importantes:

s El 50% de una cantidad, corresponde a los % de ésta, o sea a su mitad:

Por ejemplo, el 50 % de 3000 es 1500.
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25

o5 de ésta, es decir, a su cuarta parte:

s El 25% de una cantidad, corresponde a los

Por ejemplo, el 25 % de 120 es 30.

20

155 de esta, es decir, a su quinta parte:

» El 20% de una cantidad, corresponde a

Por ejemplo el 20 % de 80 es 16.

Ejercicio 2.4.22. Calcule:

a) el 5% de 72.
Solucidén. Se tiene que:

= Primera forma: Planteamos la proporciéon

T 75

72~ 100’
de donde z = 54.

» Segunda forma: 75 % corresponde a las % partes de 72, es decir, a

3
— 72 =54
4
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s Tercera forma: Como 75 % = 50 % + 25 %, la cantidad buscada es la mitad
mas la mitad de la mitad de 72, es decir 36 4+ 18 = 54.

b) el 60 % de 200.
Solucién. Se tiene que

= Primera forma: Planteamos la proporcion

r 60
200 100’

de donde z = 120.

» Segunda forma: E1 10 % de 200 es 20, por lo que el 60 % de 200 es 6-20 = 120.

c) el 16 % de 300.

Solucion. Note que el 1% de 300 es 3, por lo que el 16% es 16 - 3 = 48.

d) el 20% del 80 % de 300.
Solucién. Calculamos primero el 80 % de 300. Como el 10 % de 300 es 30, entonces
su 80 % es 8 - 30 = 240.

Calculamos ahora el 20 % de 240. Como el 10 % de 240 es 24, entonces su 20 % es
2 .24 = 48. Por lo tanto, el 20 % del 80 % de 300 es 48.

e) qué porcentaje es 48 de 80.
Solucién. Se tiene que

» Primera forma: Planteamos la proporcién

48 T

]0 100’

de la cual z = 60, por lo que 48 corresponde al 60 % de 80.
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» Segunda forma: Transformamos la fraccion 2 en una fracciéon de denomina-

80
dor 100. En efecto,
48 8.6 6 60

80 8-10 10 100 %,
por lo que 48 corresponde al 60 % de 80.
s Tercera forma: Transformamos la fraccion % a nimero decimal. Se tiene que
48 3
2206
80 5 T
Como 0,6 es el 60 % de 1, entonces 48 corresponde al 60 % de 80. ]

f) de cual nimero 12 es el 40 %.

Solucién. Se tiene que

= Primera forma: Planteamos la proporcién
2_ 10
xr 100’
de donde x = 30, por lo que 12 es el 40 % de 30.
» Segunda forma: Note que como 12 es el 40 % del nimero buscado, entonces
3 es el 10%. De este modo el 100 %, y en definitiva el namero buscado, es

10 - 3 = 30.
[l

Ejercicio 2.4.23. En la panaderia de Dona Irene hoy cuelga un cartel de venta de

marraquetas, el cual dice “Lleve 2 y pague 1 marraqueta y media”. Al comprar dos

marraquetas, ;qué porcentaje de descuento se obtiene?

Solucién. Representamos el problema con dos rectangulos
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los cuales representan las marraquetas, y la zona pintada representa lo que se pagd. En
esta representacion, se muestra que el descuento corresponde a la cuarta parte de las

dos marraquetas, es decir al 25 %. ]

Ejercicio 2.4.24. Marcelo ha decidido comprar un libro por Internet, el cual cuesta
$60000. Por comprarlo con la tarjeta de crédito de su banco, recibe un descuento de un
20%. Sin embargo, por costos de envio debe pagar un 15% adicional. ;Qué es mejor

calcular primero, el descuento o el cargo adicional?
Solucién. Se tiene que

= Calculemos primero el descuento. Note que si se descuenta el 20 %, el nuevo precio
corresponde al 80 % del precio original. Como el 10 % de 60000 es 6000, entonces
el 80 % es 48000.

Calculamos ahora el cargo adicional. Como el 10 % de 48000 es 4800, y el 5% es
2400, entonces su 15 % es
4800 + 2400 = 7200.

De este modo, el precio a cancelar es

$48000 + $7200 = $55200.

» Calculamos primero el cargo adicional. Como el 10 % de 60000 es 6000 y el 5% es
3000, entonces el 15% de 60000 es 9000, por lo que el precio queda inicialmente
en $69000.

Calculamos ahora el descuento. Note que el 10 % de 69000 es 6900, por lo que su

20 % es 13800. De este modo, el precio a cancelar es

$69000 — $13800 = $55200.

Es decir, no importa el orden en el que calculemos el descuento y el cargo adicional,

dado que el precio a cancelar sera el mismo. O
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Ejercicio 2.4.25. En una tienda de ropa, Andrea se compra una chaqueta cuyo precio
estd con el 10% de descuento. Al comprarlo con su tarjeta de crédito, recibe de parte
de su banco otro 10% de descuento, ahora sobre el nuevo precio. Si el precio original

es de $80000,

a) ¢Cudnto debe pagar Andrea?

Solucién. Note que el 10 % de 80000 es 8000. Por lo tanto, el primer descuento
es de $8000 y de este modo, el precio queda en $72000. Realizamos un nuevo
descuento, ahora correspondiente al 10 % de 72000, el cual es 7200. De este modo,

el precio final, luego de realizado ambos descuentos, es de $64800. O]

b) sFEs correcto afirmar que el descuento total corresponde a un 20% del precio

original?
Solucién. El descuento total corresponde a

$8000 + $7200 = $15200.

Por otro lado, el 20 % del precio original es $16000, por lo que no es correcta la

afirmacion. N

2.5. Numeros irracionales.

Definicién 2.5.1. Llamamos conjunto de los niumeros irracionales, el cual
denotamos por 1, al conjunto compuesto por todos aquellos nimeros decimales que no

pueden ser expresados como una fraccion de dos nimeros enteros.

De lo visto en la secciébn de numeros racionales, concluimos que los nimeros
irracionales corresponden a decimales infinitos no peridédicos ni semiperiddicos. Es decir,
los nameros irracionales corresponden a niimeros decimales que tienen infinitas cifras

decimales, en la cual no se repite un patrén de cifras.
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El ntimero 7 es tal vez el mas conocido de todos los nimeros irracionales. Su valor,

considerando sus primeras cifras decimales es
m=3,141589. ..

Consideremos una circunferencia de didmetro d, la cual fue formada por una cuerda
atada en sus extremos. Al deslizar la circunferencia por una superficie plana, de modo
que la cuerda se va desatando, entonces se aprecia que la longitud de la cuerda es apro-

ximadamente 3, 14 veces su didmetro, tal como se observa en la figura:

. i

0 d 2d 3d

Para ser mas precisos, la longitud de la cuerda es 7 veces el didmetro de la circunferencia.

De aca se deduce, que el perimetro P de una circunferencia de didmetro d es

P=mx-d.

Como d es 2 veces el radio r, entonces se deduce que

P = 27r.

Planteamos la siguiente situacion:

Ejercicio 2.5.1. En la antiguedad se pensaba que la tierra era plana. En particular,
Anazimandro pensaba que la Tierra era plana y circular. Bajo esta perspectiva, si un
individuo se ubicard en el centro de la Tierra plana y circular, e iniciard un recorrido
en linea recta. ;Cudntos kms podria recorrer como mdzximo, de modo de no caerse al

espacio? Use calculadora.
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Solucién. Debemos determinar el radio de la tierra plana y circular. Primero
calcularemos el area de la Tierra plana y circular, que es la misma area de la Tierra

esférica real. Dado que el area de una esfera de radio r viene dada por
S = 4nr?
y el radio de la Tierra es de 6371 km, entonces el area de la Tierra es
S = 47 - 6371% = 510, 1 millones de kms>.
De este modo, como el area de un circulo de radio r es
A =7nr?,

entonces

7r? = 510, 1 millones de kms?

por lo que

= 12742 kms.

\/510, 1 millones
r =

™

Es decir, el individuo deberia recorrer no més de 12742 kms, de lo contrario se caeria

al espacio. O

Otro conocido niimero irracional es el niimero e, el cual, considerando sus primeras
cifras decimales, corresponde a

e=271828...

El nimero e tiene aplicaciones en Economia y en fénomenos de crecimiento exponencial,
temas que abordaremos mas adelante en este libro. Por ahora, podemos considerar el

siguiente problema, llamado el “problema de los sombreros™

Ejercicio 2.5.2. A una fiesta asisten 5 invitados, cada uno de los cuales lleva un
sombrero. El mayordomo de la casa recepciona los sombreros de todos ellos y coloca
cada uno en un compartimento, el cual tiene el nombre de cada invitado. Sin embargo,
el mayordomo no conoce a ninguno de los invitados ;Cudl es la probabilidad de que

ninguno de los sombreros sea colocado en el compartimento correcto?
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Solucién. Segtn la teoria de probabilidades, la probabilidad pedida es

1 1 1 N 1 1 gt
1 1-2 1.-2:3 1-2-3-4 1-2-3-4-5 30

Es decir, la probabilidad porcentual es de un 36.6 %. O

Observacion 2.5.1. En general, segiin la teoria de probabilidades, si asisten n invitados
a la fiesta, y el mayordomo reparte los n sombreros en n compartimentos con nombre,
la probabilidad de que ninguno de los sombreros sea colocado en el compartimento
correcto es

1 1 1 (-1)"

P(n)=1— - _ .
() 1Yo 1 321123

Mas atn, si la cantidad de invitados es muy grande, es decir si n crece hacia o0,

entonces se puede probar que P(n) se acerca a % ~ 0,3678. Esto quiere decir que la

probabilidad porcentual de que el suceso mencionado ocurra, es de aproximadamente

36,78 %.

2.6. Potencias.

2.6.1. Potencia de exponente natural.

Consideremos la multiplicacién
2:2-2-2=16.
Aqui el nimero 2 aparece 4 veces como factor, lo que se denota como 2*. Es decir,
2'=2.2.2.2=16.
Otros ejemplos son

» 43=4.4-4=064.
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En general, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.6.1. Seaa € R yn € N. Se define la potencia a™, como la multiplicacion
de n factores iguales a a. El nimero a se denomina base y el nimero n se denomina

exponente de la potencia respectiva.

Observacion 2.6.1. Segin la definiciéon anterior, la base indica el nlimero que se repite

como factor, tantas veces como lo indica el exponente.
Ejercicio 2.6.1. ;Verdadero o falso? Justifique.
a) 32 =23,

Solucién. Note que 32 = 9 y 23 = 8, por lo que la aseveracion es falsa. Este
ejercicio muestra que si intercambiamos base y exponente, el resultado no siempre

es el mismo.
312 3>
b) (2°)" =2°.
Solucién. Note que

(2%)° = 8% =64

52
23 =29 =512,
por lo que la proposiciéon dada es falsa.
c) (23)? =25,

Solucion. Tenemos que (2%)? = 82 = 64 y 25 = 64, por lo que la aseveracion es

verdadera.
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23 4 94 — 9T,

Solucién. Notamos que

2° +2' =8+16 =24,

y 27 = 128, por lo que la aseveracion es falsa. Este ejercicio muestra que si tenemos
una suma de potencias de igual base, no es valido conservar la base y sumar los

exponentes.
23 .24 =27,
Solucién. Se tiene que
23.20=8.16 =128 =2,

por lo que nuestra proposicion es verdadera.

2_6 = 922

23 '

Solucién. Note que
20 64
—_— = — = 8
23 8

y 22 = 4. Asi, la aseveracion es falsa. Este ejercicio muestra que si dividimos
potencias de igual base, no es siempre lo mismo que conservar la base y dividir

los exponentes.

2_6 =923

23 '

Solucién. Se tiene que
20 64
— = —=8=2
23 8 ’

por lo que afirmacion es verdadera.
4% .32 =122,

Solucién. Note que

4%.32 =16-9 = 144 = 122,

de lo que concluimos que la aseveracion es verdadera.
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L 122 )
Solucién. Note que
122 144
— = =9=23%
42 16
por lo cual la afirmacién es verdadera.
32 3\’
)= (Z) :
Solucién. Se tiene que
¥_9
4 4

2
3 9
4 16

Asi, nuestra aseveracion es falsa. Este ejercicio muestra que cuando queremos

escribir la potencia de una fraccion, ésta debe ir entre paréntesis, de lo contrario

se entiende que se esta elevando sélo el numerador.

k) (=1 = —1.

Solucién. Tenemos una multiplicacion que consiste en la cual —1 aparece 51 ve-
ces como factor. Usando asociatividad, formamos 25 parejas de —1, y nos sobra

un factor —1. La multiplicacién de cada pareja da como resultado 1:

25 parejas

Al multiplicar todos los 1 obtenidos, nos da como resultado de nuevo 1.
Multiplicando este 1 por el restante —1, vemos que el resultado final es —1. Por

lo tanto, la proposicion es verdadera.
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1) —3%2 = (=3)°.
Solucién. Note que

. (—3)2 = —3-—-3=29. Es decir, (—3)2 corresponde al producto de —3 por si

mismo.

» —32=—(3-3) = —9. Es decir, —3? corresponde al opuesto aditivo de 3.

Por lo tanto, la aseveracion es falsa. Este ejercicio muestra que para calcular la

potencia de un niimero negativo, ésta debe ir en paréntesis. O]

Ejercicio 2.6.2. Sea a € R y n,m € N. Consideremos el producto a™ - a™. Note que

a-a-..-a) (a-a-..-a)

~~ ~\~
n veces m veces

a) ¢Cudntas veces se repite a como factor en el miembro derecho?

Solucién. n + m veces.

b) En base a lo respondido en a), sa qué potencia de a corresponde el producto

a®-am?

Solucién. Se tiene que

Observacion 2.6.2. Es decir, si multiplicamos dos potencias de igual base, se conserva

la base y se suman los exponentes.
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. e ) . a”
Ejercicio 2.6.3. Sea a € R y n,m € N. Consideremos el cuociente —, con n > m.
a

Note que
n veces m veces
—_—~ —_—
a®  a-a-a-..-a (a-a-a-..-a)d-d-..-d)
a™  a-a-..-a h-d-... @
——— ——
m veces m veces

a) Segun esta doble igualdad, luego de realizada la cancelacion, ;cudntas veces se

repite a como factor?

Solucién. Dado que inicialmente habia n factores a, y luego se cancelaron m de

ellos, entonces a queda repetido n — m veces.

n

. . . . a
b) En base a lo respondido en a), ;a qué potencia de a corresponde el cuociente —7
a

Solucion.

Observacion 2.6.3. Es decir, al dividir potencias de igual base, conservamos la base y
restamos los exponentes, especificamente, el nuevo exponente corresponde al exponente

del numerador menos el exponente del denominador.

Ejercicio 2.6.4. Sea a € R n,m € N. Consideremos la potencia (a™)™. Note que

—~
IS
3
N—
3
I
—~
S
IS
S
~
—
IS
S
S
\—
—~
IS
IS
S
~—

a) En el miembro derecho, ;cudntas veces se repite a como factor?
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Solucidén. m veces n veces, es decir, mn veces.

b) En base a lo respondido en a), sa qué potencia de a corresponde el cuociente

(am)™

Solucién. Se tiene que

(™)™ = a™.
Proposicion 2.6.4. Sea a € R y m,n € N. Se tiene que
(a™)™ =a™.

Observacion 2.6.4. Es decir, para calcular la potencia de una potencia, se conserva

la base y se multiplican los exponentes.

Ejercicio 2.6.5. Sean a,b € R y n € N. Consideremos el producto a™ - b". Note que

a) Si “Juntamos” los ab del miembro derecho, ;cudntas veces se repite ab como factor?

Solucidén. n veces.

b) En base a lo respondido en a), ;a qué potencia de ab corresponde a™ - b" ¢

Solucioén.

a®-b" = (ab)".

Proposicion 2.6.5. Sean a,b € R yn € N. Se tiene que

a” - b" = (ab)".
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Observacion 2.6.5. Es decir, si multiplicamos dos potencias de igual exponente,

conservamos el exponente y multiplicamos las bases.

am

Ejercicio 2.6.6. Sean a,b € R con b # 0, y n € N. Consideremos el cuociente 7.

Note que

n veces

—_—
a a-a-...-a

b b-b-..-b
N——

n veces

n

a) Si en el miembro derecho, separamos en multiplicacion de fracciones, ;Cudntas

veces se repite § como factor?

Solucidén. n veces.

b) En base a lo respondido en a), a qué potencia de § corresponde ‘Z—: ?

Solucion.

Observacién 2.6.6. Es decir, si dividimos potencias de igual exponente, conservamos

el exponente y dividimos las bases.

Teorema 2.6.7. (Resumen de propiedades de potencias de exponente natural) Sea

a,b € R ym,n € N. Se tiene que

1.1) a™-a™ = a™t"

m

1.2) Sin>m entonces — = a
a/'fl

m—n
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1.3) (a™)™ = a™™

1.4) a™-b" = (ab)"

a

1.5) — = <g>n con b#0.

Ejercicio 2.6.7. Tres hermanos tuvieron durante su vida 3 hijos cada uno. Cada hijo

tuvo a su vez 3 hijos. Si la tradicion familiar continug,

a) ¢Cudntos hijos en total tuvieron los integrantes de la sequnda generacion?

Soluci6én. Haciendo un diagrama de arbol,

SN IN IN

NN AA AN

podemos notar que los integrantes de la segunda generacion tuvieron 27 = 33

hijos.



2.6. Potencias. 125
b) ¢Cudntos hijos en total tuvieron los integrantes de la décima generacion?

Solucién. Note que segin el diagrama de arbol y si continuamos extendiéndolo,

tenemos que

» Los integrantes de la generacion 1 tuvieron 32 hijos.
= Los integrantes de la generacion 2 tuvieron 3% hijos.

» Los integrantes de la generacion 3, tuvieron 3 veces la cantidad de hijos de

la generacion 2, o sea 3 - 3% = 3* hijos.

Concluimos que los integrantes de la generacion 10 tuvieron 3! hijos.

¢) ;Cudntos hijos en total tuvieron los integrantes de la n-ésima generacion?

Solucién. Dado lo expuesto en b), concluimos que los integrantes de la n-ésima

generacion tuvieron 3" hijos. O

2.6.2. Potencia de exponente cero y potencia de exponente

entero.

Sea a € R con a # 0. Queremos definir a”. Note que si n € N, entonces

luego

Definicién 2.6.8. (Definicion de potencia de exponente cero:) Sia € R, con

a# 0, entonces a® = 1.
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Observacién 2.6.7. La expresion 0° no est4 definida, dado que si fuera asi, paran € N

0o 0

00:0n—n:___
o 0’

pero la ultima fraccion no esté definida.
Observacién 2.6.8. Queremos obtener un valor para la potencia 27°. Note que
27° =207%,

Si queremos que se siga cumpliendo la propiedad 1.2) de potencias, entonces

275 _ 2075 o 2_0
= =5
Como 2° = 1, entonces
-5 o5 _ 20 1
270 =2"" = — = —.
25 25
En general, consideremos a € R;a # 0 y p un namero entero y negativo, es decir,

p € Z,p < 0. Queremos definir a”. Note que

a? = a"7P.

Si queremos que se siga cumpliendo la propiedad 1.2) de potencias, entonces

Como a” = 1, entonces

Note que —p es un ntimero natural.

Definicién 2.6.9. (Definicidn de potencia de erponente entero negativo) Sea

ac€R a#0yp€eZ, p<O0.Setiene que

al = —.
a— P

Observacion 2.6.9. Informalmente, el valor de una potencia de exponente entero
negativo, corresponde a 1 dividido por la potencia de la misma base, y exponente en el

cual s6lo cambia su signo, quedando positivo.
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Observacion 2.6.10. Se puede probar que todas las propiedades, de la 1.1) a la 1.5)
de potencias para exponente natural, también siguen siendo validas si el exponente es

un namero entero.

Ejercicio 2.6.8. ;Verdadero o falso?

1
a) 2_4 = E
Solucién. Notemos que
g1 _ 1
2416’

por lo que la aseveracion es verdadera.
3\ 4\’
b) | - =(=]) .
4 3
Solucién. Se tiene que

() gr-t-5-()

4

por lo que la aseveracion es verdadera.

3
C) P = 3 . 42
Solucién. Se tiene que
3 3 9
PR Bk A
42
por lo que la proposicién es verdadera. O

Observaciéon 2.6.11. En general, si a,b € R — {0} y p € Z, entonces

G=()
v/ \a)
Informalmente, la fraccion se “invierte” y el exponente cambia de signo.

Observacién 2.6.12. En general, si a,b € R con b # 0, y p € Z, entonces

Informalmente, la potencia del denominador “pasa hacia arriba” multiplicando y con su

exponente con signo cambiado.
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2.7. Raiz cuadrada y raiz enésima.

Ejercicio 2.7.1. Complete la siguiente tabla, fila por fila:

Numero (no negativo)

Numero al cuadrado

2

7

10

Solucién. Al completar la tabla obtenemos

Nuamero (no negativo)

Nuamero al cuadrado

a) 2 4
b) 7 49
c) 10 100

Ejercicio 2.7.2. 57 es posible, complete la siguiente tabla:

Niumero (no negativo)

Numero al cuadrado

a) 16
b) 144
¢) 225
) ;

e) —25
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Solucidén. Al completar la tabla obtenemos

Numero (no negativo) | Numero al cuadrado
4 16
12 144
15 225
3 9
2 4
No existe —25

En este caso, decimos que

la raiz cuadrada de 16 es 4, lo que se denota como /16 = 4.

la raiz cuadrada de 144 es 12, lo que se denota como /144 = 12.

la raiz cuadrada de 225 es 15, lo que se denota como /225 = 15.

la raiz cuadrada de % es %, lo que se denota como \/g = %

—25 no tiene raiz cuadrada.

]

Ejercicio 2.7.3. Sean a,b € R con a > 0. En base a los ejemplos mencionados, si la

raiz cuadrada de a es b, es decir, si \/a = b ;Cudles dos condiciones cumple b?
Soluciéon. Cumple que
» 2 =a.

= b>0.
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En definitiva, tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.7.1. Sean a,b € R con a > 0. Decimos que la ratz cuadrada de a es b,

lo que se denota como \/a = b, si

b = a.

b>0.

Ejercicio 2.7.4. ;Verdadero o falso? Justifique.

a)

V64 = 8.

Solucién. Como 8% = 64 y 8 > 0, la proposicion es verdadera.

400 40
121 11
Solucién. Dado que % = %, la proposicién es falsa.

V36 = +6.

Solucién. Por definicion, v/36 es un nimero no negativo, en este caso, v/ 36 = 6,

por lo que la aseveracion es falsa.

—64 = 8.

Solucidén. En el contexto de los nimeros reales, esta definida sélo la raiz cuadrada

de un nimero a > 0, y en este caso a = —64 < 0. La proposicién es falsa.

(=72 = —T.

Solucién. Por definicion de raiz cuadrada, \/(—7)? es un nimero no negativo.

Maés especificamente,
V(=72 =V49 =T1.

La proposicion es falsa.
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f) V16 4+ v/9 = v/25.

Solucién. Note que

VI6+V9=4+3=7

y V25 =5, por lo que la aseveracion es falsa. Este ejercicio muestra que la suma

de raices no necesariamente es la raiz de la suma.

g) vV4-v9 =136
Solucién. Tenemos que

V4-vV9=2.3=6=136,

por lo que nuestra aseveracion es verdadera.

) [16 V16
25 V25
16 _ 4 _ VI6

Solucién. Como % =35 = vas la aseveracion es verdadera. O

Ejercicio 2.7.5. Sean a,b,z,y > 0. Supongamos que \/a = x y Vb =y. De este modo,

> =ayy*=0.

a) A qué expresion de a y b corresponde la potencia (xy)2?

Solucién. Se tiene que

(zy)® = 2%y* = ab.

b) En base a lo obtenido en a), sa qué otra expresion de a y b corresponde v/ ab?

Solucién. Como (zy)* = ab, entonces
Vab = zy = a- Vb.
Proposicion 2.7.2. Sean a,b > 0. Se tiene que
Vab = /a- Vi

Observacion 2.7.1. Es decir, la raiz del producto es el producto de las raices.



132 CAPITULO 2. CONJUNTOS NUMERICOS.

2.7.1. Simplificacién de raices cuadradas.

Observemos el siguiente ejemplo, en el cual simplificamos /45:

VA5 =v9-5=+v9-V5=3V5.

En este caso, hemos simplificado v/45. Pasando por alto el tercer miembro v/9 - /5,
podriamos decir informalmente que el 9 “sale” de la raiz como su raiz cuadrada, en este

caso como 3. En general, simplificar una raiz cuadrada, en forma informal corresponde

a
= expresar el nimero que esta “bajo” la raiz como multiplicacion.
= “extraer” de la raiz todos los factores que son cuadrados perfectos, cada uno de
ellos “sale” de la raiz como su raiz cuadrada.
Formalmente, simplificar una raiz cuadrada es aplicar la proposiciéon 2.7.2 recién
vista.

Veamos otro ejemplo. Simplifiquemos 1/180. Hagamoslo de dos formas:

s Primera forma:

V180 = V36 - 5 = 6V/5.

= Segunda forma:
Para alguien pudiera no resultar evidente que 80 = 36 - 5. Podemos descomponer
80 en potencias de sus factores primos, obteniendo que 180 = 22 - 32 - 5. Luego,

vemos que

V180 = V2232 .5 = (2-3)v5 = 6/5.

Es decir, los niimeros que estan al cuadrado dentro de la raiz, “salen” de ella sin

el cuadrado.

Veamos un ultimo ejemplo. Simplifiquemos 1/48. Hagamoslo de dos formas:
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s Primera forma:

VAS = /16 -3 = 4V/3

= Segunda forma:
Para alguien pudiera no resultar evidente que 48 = 16 - 3. Podemos descomponer
48 en potencias de sus factores primos, obteniendo que 48 = 2% - 3. Luego, vemos

que

VA8 = V24 .3 = 22\/3 = 44/3.

Es decir, de modo informal, la potencia que estd a la cuarta, “sale” de la raiz

elevada al cuadrado, es decir, a la mitad de su exponente original.
Ejercicio 2.7.6. ;Verdadero o falso? Justifique.

a) V60 = 24/15.

Solucién. Se tiene que

V60 = V4 - 15 = 2V/15.

La proposicién es verdadera.

b) V405 = 3/5.

Solucion. Dos formas de desarrollarlo:

» Primera forma: v/405 = v/81 -5 = 9v/5 =+ 3v/5.

= Segunda forma: Para que se cumpla la igualdad pedida, entonces

(3\/5)2 = 405. Sin embargo,

(3v5)" = 33(v/5)’ =95 = 45,

Con cualquiera de las dos formas, vemos que la aseveracion es falsa.
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¢) V12 + /27 = V5.

Soluciéon. Como
V124 V27 = 2v3+3v3 =5V3 = V523 = V75,

la proposicién es verdadera.

Q) (V7i—2v6- ¢7+2¢6)2 eN.

Solucién. Note que

(\/7—2f—\/7+2\/6)2_(7—2\/6)—2\/7—2\/6~\/7+2¢6+(7+2\/6)
= 14—2\/(7+2\/6)(7—2\/6)

— 14— 21/49 — (2V6)
=14 —2/49 — 24

= 14-2V25

=14 -10

=4

Y

por lo que la aseveracion es verdadera. O

Ejercicio 2.7.7. Sean a,x > 0 y b,y > 0. Supongamos que \/a = x y Vb =1y. De este

modo, x° = a y y* = b.
2
a) A qué expresion de a y b corresponde la potencia (g) ¢

Solucién. Se tiene que
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b) En base a lo obtenido en a), sa qué otra expresion de a y b corresponde \/%?

Soluciéon. Como

entonces

Proposicién 2.7.3. Sea a >0 y b > 0. Se tiene que
\/E W
b Vb
Observacion 2.7.2. Es decir, la raiz del cuociente es el cuociente de las raices.

Una utilidad de la propiedad 1.7 es expresar la raiz de un nimero racional, como

fraccion de raices de niimeros enteros:

Ejercicio 2.7.8. Ezprese cada raiz siguiente, como fraccion de raices de miumeros

enteros.
3
a) Z_l
Solucién.
3_ V3 V3
4 Vi o o2
1
b —.
) 2
Solucion.

Sin embargo, es usual “sacar” la raiz del denominador, para tal efecto:

2

-
B gls
o5,

DO =
I

Por lo tanto, concluimos que
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¢) 1/9,6.
Solucién.
/56 = 96 V96 V253 46 2V6
V10 10 10 10 5
m
Ejercicio 2.7.9. Exprese la fraccion % sin raices en el denominador.
Solucién. Multiplicamos la fracciéon dada por gig, es decir por 1:
2
V3+V2 VB+v2 o (VBHV2)
V3-V2 VB+V2 (VB-V2)(V3+V2)
Note que en el denominador queda una suma por su diferencia. De este modo,
V3+v2)° V3+v2)° 2
(VBeve) (VB (g, )
V3-VD(V3+v3)  3-2
Asi, desarrollando el cuadrado del binomio, obtenemos que
V3+12
e =34+2V6+2=5+2V6.
NERNG
m

Observacion 2.7.3. El proceso en el cual se eliminan las raices del denominador de una
fraccion, amplificando numerador y denominador por el mismo nimero, se denomina

racionalizacion.
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2.7.2. Raiz enésima.

Ejercicio 2.7.10. Si es posible, complete las siquientes tablas:

Naumero | Numero al cubo
a) 8
b) —27
c) 64
1
d il
) 125

Niumero no negativo

Numero a la cuarta

a) 64
b) 81
¢) —625

Solucién. Las tablas completadas son

Numero | Numero al cubo

a) 2 8

b) -3 —27

c) 4 64

4| 3 35

y
Nimero no negativo | Nimero a la cuarta

a) 2 16
b) 3 81
c) no existe —625

De acuerdo a lo obtenido en la primera tabla, decimos que:

» la raiz cibica de 8 es 2, lo que se denota como /8 = 2,

» la raiz cibica de —27 es —3, lo que se denota como v/ —27 = —3,

137
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y asi sucesivamente.

De acuerdo a lo obtenido en la segunda tabla, decimos que:
» la raiz cuarta de 16 es 2, lo que se denota como v/16 = 2.
» la raiz cuarta de 81 es 3, lo que se denota como v/81 = 3.
= la rafz cuarta de —625, es decir v/—625, no existe.
O

Ejercicio 2.7.11. Sean a,b € R tales que la raiz cibica de a es b, es decir, /a = b

¢ Qué condicion debe cumplir b?
Solucién. La tnica condicién que debe satisfacer b, es que b = a.

Definicién 2.7.4. Sea a,b € R,n € N, n impar. Diremos que la raiz n- ésimade a es

b, lo que se denota como {/a = b, si b" = a.

Ejercicio 2.7.12. Sean a,b € R con a > 0, tales que la raiz cuarta de a es b, o sea, se

cumple que Va = b ;Cudles dos condiciones cumple b?
Solucién. Las dos condiciones que cumple b es que
» bt =a.

= b>0.

Definicién 2.7.5. Sean a,b € R con a >0, yn € N,n par. Diremos que la raiz

n- ésima de a es b, lo que se denota como /a =10, si
= )" =aq.

= b>0.
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Proposicién 2.7.6. Sia,b € R (a,b>0) yn es impar (par), entonces
es decir, la raiz enésima del producto, corresponde al producto de las raices enésimas.

Proposicién 2.7.7. Sia,b € R (a >0y b>0) yn es impar (par), entonces

es decir, la raiz enésima de la division, corresponde a la division de las raices enésimas.

Ejercicio 2.7.13. ;Verdadero o falso? Justifique.

a) v/—27 = —+v/81.
Solucién. Note que
V=2T=-3y V81=3,
por lo que la aseveracion es verdadera.

b) 3/125 __ 4/625

64 16 *

Solucién. Dado que

J125 5 ,[625 5
Ver 27 V16 2

se concluye que la aseveracion es falsa. O

¢) ¥/-1=-1.

Solucién. Como (—1)27 = —1, entonces la proposiciéon es verdadera.
d) v/80 = 2v/5.

Solucién. Note que
V80 = V24 .5 = 2v/5,

el ultimo paso debido a la propiedad 1.8 de raices enésimas, para n par (el 2
“sale hacia fuera” de la raiz como su raiz cuarta). De este modo, la proposicion es

verdadera.
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IRV
Solucién. En la fraccién =, intentamos eliminar la raiz ctibica del denominador.

3
Para tal efecto, multiplicamos esta fraccion por é/—‘/giz, obteniendo que

1 V22 Vi

V2 2 27

por lo que la aseveracion es verdadera.

1 =2 3 3/ 2
f) m:(\/g) +\/6+(\/§>

Solucién. Intentamos eliminar las raices cibicas del denominador, formando

una diferencia de cubos en éste. Para tal efecto, multiplicamos la fraccién de

la izquierda por
2

(V/3)° + V6 + (V2)
(V3)° + /6 + (V2)

R

Asi, obtenemos que
1L (VY
VB-VZ O VB-V2 (U3) 4 6+ (V2)
(V3)" + /6 + (¥2)°
3—2
= (V3)" + Vo + (V2

2
—+

2
+

por lo que la aseveracion es verdadera.

2.8. Potencia de exponente racional.

Sea a un nimero real, con a > 0. Queremos definir la potencia

s
D=

Si queremos que se siga cumpliendo la propiedad 1.3) de potencias, es decir, la propiedad

de la potencia de un potencia, entonces se debe cumplir que

(a2) =,
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. 1
De este modo, definimos a2 como

IS}
ol
Il

5

Asi, por ejemplo tenemos que

o
Nl

. 9\ 3
:2 2 5 p— — — —_—.
, 207 =9, <16> A

En general, si a > 0 y n es un niimero natural par, entonces

1
an = \/a.

Por ejemplo,

81% =3y 645 = 2.

Por otro lado, para a € R y n > 1 un nimero natural impar, tenemos también que
1
an = \n/a

Por ejemplo,

=

275 =3, y (—32)5 = —2.

En resumen tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.8.1. Sean a > 0 (a € R) y n € N, con n un nimero par (impar). Se

tiene que

a%:%.

Si a > 0, queremos definir la potencia

(NI

Para que se siga cumpliendo la propiedad 1.3) de potencias, la definimos como

es decir
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De este modo, tenemos por ejemplo que

En general, sia > 0, m € Z,n € N, con n un nimero par y ”* una fraccién irreducible,

tenemos que

Por ejemplo
815 = (811)" = (VBD)’ = 3* = 27,

Por otro lado, si a € R,a # 0, m € Z,n € N con n > 1 un niimero impar, y ”* una

fraccion irreducible, tenemos que
a% = (an)" = (Ya)"

Por ejemplo,
2

(—125)% = ((—125)3) = (V—125)" = (—5)* = 25.
En general, tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.8.2. Se tiene que

» Sia>0 (acR), meZnecN conn un mimero par (impar) y ™ una fraccion
wrreducible. La potencia ractonal de a se define por
m i\m n m
an :(a’VL) :(\/a> .
» Ademds, 0% =0, si y sélo sim # 0, es decir, si el exponente no es cero. Por otro

lado, 0° no estd definido.

Observacion 2.8.1. Segtn la definicion, cuando calculamos una potencia de la forma

m
n

an , n indica el indice de la raiz que se calcula primero y m indica el exponente al que

debe ser elevado tal raiz n-ésima.

Observacion 2.8.2. Se puede probar que todas las propiedades 1.1) a 1.5) de potencias
para exponente natural, también siguen siendo validas si el exponente es un nimero

racional.
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Observacion 2.8.3. Note que el exponente de una potencia racional debe ser una

fraccion irreducible, dado que si no lo es, pueden ocurrir cosas como que, por un lado

2
6 no estaria definido. Sin embargo, por otro lado

o sea (—1)
Ejercicio 2.8.1. ; Verdadero o falso? justifique.
a) 362 = 216.

Solucién. Note que
3
363 = <\/36) — 6° = 216,

por lo que la aseveracion es verdadera.

N|w

b) 82 = 32v/2.

Solucién. Note que

3
2

(v8)’
= (2v2)’
2%(V2)’
=8-2V2
= 16V/2,

8

por lo cual la aseveracion es falsa.

30

¢) (—1)® =1,

Solucién. Note que

por lo que la aseveracion es verdadera. O]
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2.9. Notacion cientifica.

La notacion cientifica es una forma abreviada de expresar un nimero positivo muy

grande o muy pequeno, como una multiplicacion de la forma
a-10™

con a € R tal que 1 < a < 10, y m € Z. Es decir, a expresar el nimero dado, como el
producto entre un nimero real entre 1 y 10, sin incluir al 10, por una potencia entera

de 10.

Observacion 2.9.1.

Realizemos la multiplicaciéon

2,1-10%

Es decir, multiplicaremos 2,1 por 10000, o sea 10 mil veces 2, 1. Note que

10 veces 2,1 es 21.

100 veces 2,1 es 10 veces 21, es decir 210.

1000 veces 2,1 es 10 veces 210, es decir 2100.

10000 veces 2,1 es 10 veces 2100, es decir 21000.

De este modo,

2,1-10% = 21000.

Luego de ver el resultado de esta multiplicacién, podemos interpretarlo como que la
coma del 2,1 = 2,100000... se “corri¢” hacia la derecha 4 veces, obteniendo 210000.
Bajo esta logica,

4,3-10° = 4,3000000. .. - 10° = 430000,

lo cual se puede comprobar por ejemplo usando calculadora. En general, para realizar
la multiplicacion entre un nimero decimal a, 1 < a < 10 y una potencia de 10 de
exponente natural, podemos “correr” la coma de a hacia la derecha tantas veces como

lo indique el exponente.
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Observaciéon 2.9.2. Realizamos ahora la multiplicacion
4,1-1072,

la cual se refiere a la divisién
4,1
102’
o sea 4,1 dividido en 100 partes. Podemos ver que
41 4
102 100 1000

Realizamos ahora la divisién %. Si dividimos

= 41 en 10 partes, obtenemos 4, 1.
= 41 en 100 partes, es lo mismo que dividir 4,1 en 10 partes, o sea 0,41.
= 41 en 1000 partes, es lo mismo que dividir 0,41 en 10 partes, o sea 0,041.

De este modo,

4,1-107% =0,041.

Luego de ver el resultado de esta multiplicacién, podemos ver que para obtenerla,
tomamos 4,1 = ...000004,1 y “corremos” la coma hacia la izquierda 2 veces para

obtener 0,041. Bajo esta logica
2,35-107° = ... 0000002, 35 - 10~° = 0, 0000235,

lo cual puede ser comprobado por ejemplo usando calculadora. En general, para realizar
la multiplicacion entre un nimero a, 1 < a < 10 y una potencia de 10 de exponente
entero negativo, podemos “correr” la coma de a hacia la izquierda tantas veces como lo

indique el valor absoluto del exponente.



146

CAPITULO 2. CONJUNTOS NUMERICOS.

Veamos ahora como expresar un niimero en notaciéon cientifica

Ejercicio 2.9.1. Ezxprese en notacion cientifica

a) 490 millones.

Solucion. El ntmero es

490000000.

Reconocemos que a debe ser 4,9 o sea
a = 4,90000... (2.9.1)

En virtud de lo mencionado en la observacion, “corremos” la coma en (??) hacia
la derecha las veces necesarias hasta obtener el niimero original 49000000. Como
la coma se “corrié” 8 veces hacia la derecha, entonces para obtener 49000000 debo

multiplicar 4,9 por 108, luego

490000000 = 4,9 - 108.

0,000005.

Solucién. En este caso, a =5 o
a = ...00005,0 (2.9.2)

En virtud de la observacion dada, en (??), se debe “correr” la coma hacia la
izquierda las veces necesarias hasta obtener el nimero original 0,000005. Como
la coma se “corre” 6 veces hasta obtener el nimero original, entonces 5 se debe

multiplicar por 1075 para obtener 0,000005, o sea

0,000005 =5 - 107°.
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¢) 0,000000107.

Solucion. En este caso, a = 1,07 (en cualquier caso, para determinar a
consideramos de izquierda a derecha todas las cifras que no son cero, incluyendo
los 0 que estén entre tales cifras. En el caso de este ejercicio, tales cifras son 107,
de donde obtenemos que a = 1,07). De este modo, a partir de ...0000001,07.. .,
debemos correr 7 veces la coma hacia la izquierda para obtener el nimero original
0,000000107. Ast,

0,000000107 = 1,07 - 10",

Veamos algunas aplicaciones:

Ejercicio 2.9.2. La velocidad de la luz es de 300 millones de metros por seqgundo. El

record del atleta Usaint Bolt en los 100 metros planos, es de 9,58 sequndos.

a) FEzprese en notacion cientifica la velocidad de la luz, y la velocidad de Usain Bolt,
en >. Use el dato 91’0—5% = 10, 43.

Solucién. La velocidad de la luz corresponde a
m g M
300000000— = 3 - 10°—.
s S

Por otro lado, Usaint Bolt recorre

100
—— = 10,43 metros en 1 segundo

9,58

O sea, tiene una velocidad

10,437 = 1,043 - 10
S S
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b) 4A cudntas veces la velocidad de la luz corresponde la velocidad de Usaint Bolt?

Dato: Use la aproximaciéon =2 87.

3
1,043
Solucién. Hacemos el cuociente entre la velocidad de la luz y la velocidad de

Usain Bolt, de lo cual deducimos que:

3-10% 3 .
= .10
1,043-101 1,043
=2,87-107
= 28700000.

Asi, la velocidad de la luz corresponde a 28,7 millones de veces la velocidad de

Bolt. O

Ejercicio 2.9.3. La masa de la Luna es 7,349 - 10*2 kilos y la masa de la Tierra es

5,9736 - 10?4 kilos ; Cudntas veces la masa de la Tierra es la masa de la Luna?

Dato: Use la aprozimacion 3238 — (.81,

7349

Solucién. Hacemos

masa de la Tierra  5,9736 - 10*

= =0,81-10% =81
masa de la Luna 7,349 - 1022 ’ ’

por lo que concluimos que la masa de la Tierra es 81 veces la masa de la Luna. De este

modo, si la Tierra y la Luna fueran dos esferas pequenas acé en la Tierra y quisieramos

levantar cada astro con nuestras manos, para levantar la Tierra necesitariamos 81 veces

la fuerza con la que levantariamos la Luna. O

Ejercicio 2.9.4. El volumen del sol es de 1,4123 - 10'® km? y el volumen de la Tierra

es de 1,08321 - 10'2 km? (entendiéndose el volumen como la cantidad de espacio que

ocupa cada cuerpo celeste) ;Cudntas veces el volumen de la Tierra es el volumen del

Sol?

Dato: Use la aprorimacion

1,4123
1,08321 — 1,3

Soluciéon. Hacemos

volumen del Sol 11,4123 -10'
volumen de la Tierra  1,08321 - 1012

=1,3-10°% = 1300000.
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De este modo, la cantidad de espacio que ocupa el Sol, es 1,3 millones de veces el que

ocupa la Tierra. O

2.10. Ejercicios propuestos.

1. Un supermercado tiene 62 trabajadores. Hay 14 hombres menos que mujeres. Si

22 de las mujeres son cajeras jcuantas mujeres no trabajan como cajeras?

2. Se jugo la final del torneo de volleybol de un liceo, entre el equipo azul y el equipo
blanco. Habia el doble de hinchas del equipo azul que del equipo blanco, y el
triple de hinchas neutrales que del equipo blanco. Si el publico asistente fue de

360 personas ;cuantos hinchas azules, blancos y neutrales habian?

3. Tres ninos completaron el album del Mundial de Rusia. Cristobal aporté la mitad
de las laminas que aportoé Diego y Felipe 30 laminas mas que lo que juntaron
Cristobal y Diego juntos. Si el album era de 450 laminas, ;cuantas laminas aport6

cada uno?
4. José nacio en el ano 45 AC. Determine

4.1) usando la recta numérica

4.2) usando operaciones aritméticas

&

el ano en que naci6é una persona que es 40 anos mayor que José.

=3

o
R e s N N g

el ano en que naci6é una persona que es 30 anos menor que José.

la edad de José en el asio 25 DC.

o

el ano en el que José cumplio 27 anos.

el ano en el que José cumplio 48 anos.

[¢]

—h

la edad que tenia su padre cuando naci6 José, si éste nacié en el ano 77 AC.

los anos que transcurrieron desde que naci6 su madre, en el afio 68 AC.,

o

hasta el nacimiento de José.
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5. Nancy vive en el piso 10 de un edificio. Determine

5.1) usando la recta nimerica.

5.2) usando operaciones aritméticas.

a) la cantidad de pisos que debe bajar para ir a la bodega principal, la cual esté

en el piso —4.

b) la cantidad de pisos que debe subir para ir desde la lavanderfa, la cual esta

en el piso —3, hasta su departamento.

c) el piso en el que estd el primer estacionamiento, si para ir desde su

departamento hasta alla baj6é 12 pisos.

d) el piso donde vive su amiga Daniela, si desde la lavanderia hasta su

departamento subi6 7 pisos.

6. Don Ramoén tiene una cuenta corriente en un conocido banco chileno. Esta sin
trabajo, por lo que ha recurrido a gastar dinero del cupo de su cuenta. En el
estado del cuenta del mes venidero, aparece que su saldo es de —$144000. Si con

sus ahorros, realiza el pago de $78000 ;de cuanto es su saldo ahora?

7. Los primeros juegos olimpicos de la antigua Grecia fueron realizados en el ano

776 AC.

a) ;Hace cuantos anos fueron realizados?

b) Los tltimos juegos olimpicos de la antigua Grecia fueron realizados 383 anos

después de efectuados los primeros. ;En qué ano se realizaron?

¢) Los primeros juegos olimpicos de la era moderna fueron realizados en 1896.
.Cuantos anos pasaron desde los dltimos juegos olimpicos de la Antigua

Grecia hasta los primeros de la era moderna?

8. Desde que naci6 Abraham, en el ano 25 AC. su familia realizaba encuentros cada

4 anos. ;Cuantos encuentros se realizaron desde que naci6 Abraham, hasta su
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9.

fallecimiento en el ano 45 D.C.7 ; Cuantos anos pasaron desde el dltimo encuentro

en el que estuvo Abraham hasta su fallecimiento?
Grafique:

a) % de la mitad de una cantidad.

b) La mitad de los 2 de una cantidad.

. Qué fraccion del total queda en cada caso?

10. Considere las siguientes cajas con bolitas blancas y negras:

11.

12.

13.

14.

a) ;Cuéntas bolitas negras hay que agregar en la caja de la izquierda, para que

la fraccién de bolitas negras en esta caja sea % del total de esta caja?

b) ;Cuantas bolitas negras hay que quitar de la caja de la derecha, para que la

fraccion de bolitas negras en esta caja sea % del total de esta caja?

c¢) ;Cuéantas bolitas negras hay que agregar en la caja de la izquierda, para que
la fraccion de bolitas negras en las dos cajas, sea de % del total de las dos

cajas?
Juanita uso % de una botella con aceite, los cuales corresponden a 100 ml de ésta
. Cuanto aceite tenfa la botella?

En una clase, % son ninas. Si hay 8 ninos ;cuantos estudiantes hay en total?

Juan tenfa 400 llaveros, g tenia dibujado un céndor y el resto tenia dibujado un
huemul. Le di6 % de los llaveros con condor a un amigo. ;Cuantos llaveros le

quedaron? ;A qué fraccion del total corresponden los llaveros que le quedaron?

Ordene las siguientes fracciones de menor a mayor
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) 3 2
AR
5 9
AR
) 73 2
2010 7 5

15. En cada operacion siguiente, transforme cada fraccién en una fraccion equivalente,
de modo que el denominador comin sea el MCM entre los denominadores. Luego

realice la operacion.

a)§+1 d)§+§ )14_%_1
276 176 ¥ 37176
1 2 1 3 7 1 3
b) = + = — 42 L2
) 379 511 N5 5" 10
GoT no_ b
6 9 g 12
16. Realice cada operacion siguiente
2) 72 75 ) 36 15 %
258 75 24 e) 5
40 2
5 9 d) — f) 2
b) .=
)6 10 > ;

17. Un pintor mezcla % de litro de pintura amarilla con % de litro de pintura roja.

a) ;La mezcla es mas amarillenta o mas rojiza?

b) Si el pintor colocara la mezcla en un envase de % de litro ;se derramaria

pintura?

c¢) Si el pintor colocara la mezcla en un envase de 2 litros jqué fraccion del

envase quedaria sin pintura?

18. Un auto de delincuentes va arrancando de la policia, con una rapidez de 33 %.

El auto toma una peligrosa curva, por lo que frena, disminuyendo su rapidez a

1L m

5 3eq POT segundo. Para no volcarse el auto debe frenar en no més de 7

razon de 5

segundos. ;Se volcara el auto?



2.10. Ejercicios propuestos. 153

19. Un comerciante tiene a la venta 500 kg de azicar. Logra vender % del total y

utiliza % para hacer conservas. ;Cuanta azicar le qued6?

20. José corta el césped de su casa en 45 min. Su hermano Andrés, lo hace en 1 hora
y media.
a) Sitrabajan a ritmo constante, jqué fraccion del pasto corta José en 1 minuto?

b) Si trabajan a ritmo constante, ;jqué fraccion del pasto corta Andrés en 1

minuto?

¢) Si trabajan ambos a ritmo constante, ;qué fraccion del pasto cortan entre

ambos en 1 minuto?

d) Si trabajan ambos a ritmo constante, jen cuanto tiempo cortaran el pasto

José y Andrés juntos?

21. Camila y Andrés toman cada uno una botella de jugo, ambas con la misma

cantidad de jugo.

» Camila tomo6 }l de su botella, y més tarde

wino

de lo que quedaba.

= Andrés tomo % de su botella, y méas tarde ; de lo que quedaba

PN

. Tomaron ambos la misma cantidad de jugo?

22. Para una convivencia escolar se compraron 5 pizzas, cada una de las cuales se
parti6 en 8 partes iguales. Al final de la reunién, la profesora le informa a los
alumnos que de cada pizza quedaron 3 pedazos:

a) /Qué fraccion de cada pizza qued6?
b) ;Qué fraccion del total quedo?
¢) En cada pizza, jqué fraccion del total quedo?

d) ;A qué fraccion de cada pizza corresponde el total que quedo?
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23. Catalina esta preparando un postre. Ella sélo quiere hacer % de la cantidad de
la receta que tiene. Si para la receta completa se necesita un }L de una taza de

azucar, jcuanta azucar necesita Catalina?

24. Demuestre que cada nimero decimal siguiente es un niimero racional, escribién-

dolo como fraccién irreducible:

a) 2,4 e) 3,01

b) 2,4 o
B f) 4,156

c) 1,72

d) 0,345 g) 5,345

25. ;Cual(es) de las siguientes representaciones equivale(n) a 57

a) 0,3

72

) 316
¢) d)

" 80 &p

1
4

26. Una porcion de arroz equivale a + de taza, lo cual corresponde a 50 gramos de

arroz. La senora Daniela pretende cocinar arroz para sus 26 trabajadores.
a) ;Cuéntas tazas de arroz necesitara echar a la olla?
b) Si un paquete contiene 1 kilo de arroz, (le alcanza con un paquete para

cocinarle a sus trabajadores?

27. Se tienen 2 litros de agua y se quieren llenar tazas de i de litro cada una. ;Cuantas

tazas se pueden llenar?

28. Se tiene una jarra llena de agua. Se sacan % del total de agua de la jarra. Esto

alcanza para llenar una botella de 2 litros. ; Cuéntos litros tenia la jarra llena?
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

La Federacion de Fatbol de Chile puso a la venta las entradas para el partido con

Uruguay en tres etapas

= En la primera etapa, se vendieron % del total de entradas.

= En la segunda etapa, se vendieron % de las entradas que sobraron de la

primera etapa.

= En la tercera etapa, se vendieron todas las entradas que sobraron de las dos

etapas anteriores, las cuales fueron 15000 entradas.

a) ;Qué fraccion del total de entradas se vendieron en las dos primeras etapas?
b) ;Cuantas entradas en total se vendieron?

¢) ;Cuantas entradas se vendieron en la segunda etapa?

En una tienda hay un descuento del 25 % en un producto cuyo valor es de $32000.

A cuanto dinero equivale el descuento?

En una tienda el descuento que se aplica a un producto es 12 %. Si el valor del

descuento es $5200. ;Cual es el precio del producto sin descuento?

En la misma tienda se aplico el 15% de descuento a otro producto. El precio de

oferta es $17000. ;Cudl es el precio del producto sin descuento?

El territorio chileno es de aproximadamente de 750.000 £m?2. El territorio brasilefio
es de aproximadamente 8.500.000 km?. E1 20 % del territorio chileno es apto para

viticultura, sin embargo, sélo el 10 % del territorio brasilenio lo es.

a) Es correcto afirmar que Chile tiene més territorio apto para la viticultura?
b) ;A qué porcentaje del territorio brasilefio corresponden los km? del territorio

chileno que son aptos para la viticultura?

Una tarjeta comercial recarga mensualmente el 4 % del total de cada deuda. Si la

deuda original es de $10000 y en dos meses no se hace ningin pago, ;es correcto
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afirmar que luego de este periodo, el recargo en la deuda serd de un 8% de la

deuda original?

35. Un millonario abuelo desea repartir su herencia entre sus nietos Hugo, Paco y

Luis, del siguiente modo:

A Hugo le di6 el 24 % del total.

a Paco le di6 el 26 % del total.

a Luis le dio las 75 % de lo que no le di6 a Hugo y a Paco.

= los restantes 12 millones y medio de pesos, los doné a una instituciéon benéfica.

a) ;Qué fraccion del total recibieron entre Hugo y Paco?
b) ;Qué fraccion del total recibié Luis?
¢) ;Cudl es el monto total de la herencia?

d) ;Cuanto dinero recibié cada nieto?

36. Se realizd un plebiscito entre los habitantes de Pelotillehue y Buenas Peras, para
decidir si se construye un puente entre ambas ciudades, con el fin de agilizar el
traslado. Se tiene que:

] % de los votantes de Pelotillehue sufragaron en contra del puente.
» 45% de los votantes de Buenas Peras sufragaron en contra del puente.
= 85000 votantes sufragaron a favor del puente.
Si los votantes de Pelotillehue fueron 80000 y los votantes de Buenas Peras fueron
60000,
a) ;Qué porcentaje de votantes de Pelotillehue votaron en contra del puente?

b) ;Es cierto que méas gente de Buenas Peras que de Pelotillehue voto6 en contra

del puente?

¢) (Es cierto que el 80 % de los votantes votaron en contra del puente?
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d) ;Se construy6 el puente?

37. Un campesino desea cercar un terreno circular para albergar a sus 25 animales.
Para comodidad de éstos, calcula que cada animal ocupara 4 m? de terreno, por
lo que desea que el area total tenga 100 m?2. Para delimitar el terreno, usara una

cuerda. ;Cuantos metros de cuerda necesitara?

38. (Verdadero o falso? Justifique.

a) 22=2.3 f) 5 =53
NG 9 &5

c) 4-32=35+3 h) % =18

d) 93 .94 _ 934 i) (%)—2:13_6

e) 23.2% = 43+4 i) _32+§+2%:%

39. Don Andrés aposto $2000 en fichas en una méquina del casino y obtuvo el triple
de lo apostado. Posteriormente apost6é todo lo obtenido, y obtuvo el triple por

segunda vez. Si siguiera apostando todo lo obtenido, y la tendencia se mantuviera

a) ;Cuénto dinero obtendria la sexta vez que juega?

b) ;Cuanto dinero obtendria la n- ésima vez que juega?
40. Observe como obtener el minimo comtn multiplo (MCM) entre 72 y 108:

= Descomponemos ambos niimeros en potencias de nimeros primos, en este
caso

72 =2%.32y 108 = 3% . 2?

= Escogemos la mayor potencia de cada primo presente en alguna de las
descomposiciones del paso anterior y luego las multiplicamos, obteniendo
el MCM:
MCM(72,108) = 2° - 3* = 216
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Use este mismo procedimiento para

a) obtener el minimo comtn multiplo entre 36 y 600.
b) obtener el minimo comin multiplo entre 300 y 2160.

¢) verificar si M C'M (4500, 5400) = 30°.

41. ;Verdadero o falso? Justifique.

2
36 = £6 : 1 _ 15
a) V36 ) () =2+4/%
b) V108 = 3V6 j) V180 — /90 - V18 + /500 = 21/5
c) y/(=3)" =3
V=81 = —
d) V81— V729 =0 <
e) /=27 — V27 =0 \/ 64 \/ 256
f) ¥—1=1 m) = 3\[
g) 0,36 =2 n) V144 =23
h) V45 = 22 0) V8=12

42. Si x = /5, jcudl es el valor de 22 — 25?

43.

44.

45.

Siz=1++/2, jcual es el valor de 2% — 2z — 17

Lea y responda:

a) ;Es siempre \/x > 0, para cualquier z > 07
b) ;Existe algiin niimero real x que cumpla que x < \/x?

¢) Si es que existe algiin nimero real = tal que z < /x, jeste es tnico?

Una camara de television observa a un cohete, que en el momento de ser captado
por la cAmara esta 5,5 kms de altura. Si la cAmara esta ubicada a 2,2 kms de la
plataforma de despegue, ;cudl de las siguientes opciones corresponde a la distancia

entre la cAmara y el cohete?



2.10. Ejercicios propuestos. 159

46. Una

%\/5 kms.
33

i kms.
%\/5 kms.
529 kms.

V21 kms.

escalera estd apoyada sobre una pared. Si la altura que alcanza la escalera

sobre la pared es de 3 metros, y la distancia desde el pie de la escalera hasta la

pared es v/3 metros, ;cuanto mide la escalera?

47. Se desean cercar dos terrenos cuadrados A y B con cuerda. El lado del terreno

A mide 4v/2 metros y el lado del terreno B mide 3v/3 metros. Para ser cercado,

icudl de los dos terrenos requiere una cuerda mas larga?

48. Exprese en notacion cientifica:

a)

La temperatura en el centro del Sol, la cual corresponde a 15 millones de

grados Celsius.

La masa de la cantidad tipica de café en una taza, en kilos, si esta corresponde

a 150 miligramos.

La masa del Titanic en kilos, si esta corresponde a 52 mil toneladas (use que
Itonelada = 1000kilos).

3

El volumen de un glébulo rojo en mm?, si este corresponde a 9-10717 metros

ctbicos.
Longitud de la muralla china en metros, si esta mide 6400 kms.

9
El ancho de un cabello humano en metros, si éste corresponde a 100 de 1

milimetro.

La fortuna de Bill Gates en pesos chilenos, si esta asciende a 86000 millones

de dolares (Use que 1dolar = $630 pesos chilenos).
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h) La cantidad de segundos que tiene una década (suponga que cada afio tiene

365 dias).
Exprese en notaciéon decimal:

a) El diametro de Jupiter en kms, si éste corresponde a 1,4 - 10® metros.
b) La masa de un mosquito en miligramos, si este pesa 2 - 1075 kg.

¢) La masa de la atmosfera de la Tierra en millones de toneladas, si ésta es de

510 kg.

d) Los ingresos de la industria del cine en el mundo durante 2015, en pesos
chilenos, si estos corresponden a 3,83 - 10'° dolares (bajo la equivalencia 1

dolar= 630 pesos chilenos).

e) La distancia que recorre una nave en kms, cuando da una vuelta al perimetro

la Luna, si este es de 1,09 - 107 metros.

Se estima que un ser humano adulto tiene alrededor de 86 mil millones de
neuronas. El ser vivo que esta mas cerca de tener tal cantidad de neuronas, es el
simio Macaco Rhesus, que tiene aproximadamente 6,3 millones de neuronas. ;A
cuantas veces la cantidad de neuronas de este simio, corresponden las neuronas
del ser humano?

Indicaciéon: Use la aproximacion — = 13,6.

)
Segin astronémos, el volumen del universo observable es aproximadamente de
3,4 - 10%Y metros ctbicos. También se estima, que el volumen total del universo es
de 7-108! metros ciibicos. ;A cuantas veces el universo observable corresponde el
universo?

7
Indicacién: Use la aproximacion 34- 2,05

La masa de la Tierra equivale a 5,972 - 10** kgs. La masa de agua presente en la

Tierra, es de 1,19-10?! kgs. ; Qué porcentaje de la masa de la Tierra corresponde

a masa de agua? Indicacion: Use la aproximacion % =0,2
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La superficie de la Tierra corresponde aproximadamente a 510, 1 millones de kms?.
El agua en la tierra ocupa una superficie de aproximadamente 362,17 millones

de kms?. (Qué porcentaje de la superficie de la Tierra esta ocupada por agua?

Indicacién: Use la aproximacion 356126117 =0,71.

El volumen de agua en la Tierra corresponde a 1,4-10'® m3. El agua salada en la
Tierra, tiene un volumen de 1,35-10'® m3. ;Qué porcentaje del agua en la Tierra,
corresponde a agua salada?

1,35

Indicacion: Use la aproximacion 3 = 0,96

El dinero total en el mundo, alcanza la cifra de los 60 mil billones de délares.
Supongamos que ese dinero fuera repartido en forma equitativa a cada persona
del mundo, ;cuanto dinero en pesos chilenos le corresponderia a cada persona?

Indicacion: Use el hecho que el precio del dolar es de $630 pesos chilenos, que la

poblacién mundial es de 7,5 - 10° = 7500 millones de personas y la aproximacion

3,78 __
218 = 0,504,
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Capitulo 3

Proporcionalidad.

3.1. Introduccion.

La proporcionalidad estd presente en muchos aspectos de nuestra vida cotidiana.
Gracias a ella, podemos medir caracteristicas de diversos objetos y hacer transforma-
ciones entre unidades de medida. Por ejemplo, podemos calcular la cantidad de litros
de agua que hay una piscina olimpica, sabiendo que sus dimensiones son 50 metros de
largo, 25 metros de ancho, y 2 metros de profundidad. También podriamos determinar
cual fue la rapidez promedio del atleta Usaint Bolt en kTm, el dia en que recorri6 los

100 metros planos en 9.8 segundos, y comparar esta rapidez promedio con la de un

guepardo, el cual es el mamifero més veloz de la Tierra.

Por otro lado, existen varios fenémenos fisicos que se ajustan a un modelo de
proporcionalidad, ya sea directa o inversa. Por ejemplo, segtin la ley de Boyle, al respirar,
el volumen de nuestra cavidad toraxica es inversamente proporcional a la presion del
aire en esta cavidad. En palabras simples, cuando uno inhala, aumenta el volumen de
nuestra caja toraxica, por lo que el aire estd muy disperso dentro de nuestro organismo,
y asi su presion es menor. Por otro lado, cuando exhalamos, el volumen mencionado
disminuye, luego la presion del aire aumenta (estd mucho més comprimido), por lo que

este sale hacia afuera. Otro ejemplo, es el hecho que la presion que ejerce el agua sobre

163
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una persona que se sumerge, es directamente proporcional a la profundidad en la que
se sitia. Esto quiere decir, entre otras cosas, que al doble de profundidad sentiremos el

doble de presion sobre nuestros timpanos.

En este capitulo, presentaremos también algunos problemas clasicos de proporcio-

nalidad directa o inversa tales como

Un ganadero tiene forraje suficiente para alimentar 220 vacas durante 45 dias. Si cada
vaca come lo mismo por dia, scudntos dias podrd alimentar con la misma cantidad de

forraje a 22 vacas?

Veremos como resolver este tipo de problemas, identificando en primer lugar a qué
tipo de proporcionalidad corresponde, y luego resolviéndolo de forma algebraica, y
también de forma aritmética. La idea es basar los métodos de resolucién en cuestiones

conceptuales, y alejarse de métodos mecénicos y sin un sentido logico.

También veremos algunos problemas de proporcionalidad compuesta, en los cuales

intervienen mas de dos variables. Un ejemplo es

Seis gatos matan 6 ratones en 6 minutos, jcudntos gatos se necesitan para matar 100

ratas en 50 minutos?

En este caso, tenemos 3 variables en juego, y veremos cémo reducir este problema a
solo dos variables, las cuales se relacionan mediante proporcionalidad directa o inversa,

para luego resolverlo.
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3.2. Proporcionalidad directa.

Consideremos la siguiente situacion:

Ejercicio 3.2.1. Javier quiere aumentar su capacidad fisica. Para ello sale a trotar
diariamente. El primer dia recorre 4 km en 40 min. Para hacer una estimacion de
su rendimiento en los dias venideros y suponiendo que su ritmo serd constante, Javier

completa la siguiente tabla:

Kms recorridos | Minutos en el que recorrio tal distancia
a) 4 40
b) 8 80
c) 12 120

Luego de un largo periodo de entrenamiento, se propone ir trotando desde su casa
a la playa, donde deberd recorrer una distancia de 20 km. Segun sus estimaciones,

scudnto tiempo demorard en realizar este trayecto?
Solucidén. De la tabla se puede observar que,

= cada vez que los kms recorridos aumentaron al doble, entonces el tiempo también

aumento al doble.

= cada vez que los kms recorridos aumentaron al triple, entonces el tiempo también

aumento6 al triple.

Esto es debido a que la rapidez se supone constante, por lo que por cada km recorrido,

Javier demora la misma cantidad de tiempo.

Sea k > 1. Generalizando lo observado en la tabla, afirmamos que si los kms
recorridos aumentan a k veces la cantidad inicial, entonces el tiempo debe aumentar a
k veces el tiempo inicial. Asi, dado que 20 kms corresponde a 5 veces los 4 kms iniciales,
entonces el tiempo destinado a este trayecto serd 5 veces el tiempo inicial. Por lo tanto,

el tiempo buscado es 5 - 40 = 200 minutos, o sea 3 horas y 20 minutos. O
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Observacion 3.2.1. Sea k > 0. En general, en forma informal, dos variables A y B
relacionadas entre si son directamente proporcionales si cada vez que A varia a k

veces A, entonces B varia a k veces B. En palabras mas simples,

= si A aumenta en una cierta razoén, entonces B también aumenta en la misma

razon.

= si A disminuye en una cierta razon, entonces B también disminuye en la misma

razon.

Observacion 3.2.2. Podemos observar de la tabla del ejercicio anterior, que en cada
caso el cuociente entre los kms recorridos y el tiempo invertido respectivo es constante,

y corresponde a la rapidez. El valor del cuociente constante, el cual en este caso es

% = 10':35, es llamada constante de proporcionalidad directa.

En general, tenemos la definicién:

Definicion 3.2.1. Dos variables A y B relacionadas entre si, se dicen directamente

proporcionales si su cuociente es constante, esto es, si
5= k, con k constante,

para cualquier valor de A y su respectivo valor de B. Al wvalor constante k, se le

denomina constante de proporcionalidad directa.

Ejercicio 3.2.2. Juan Luis tiene una estufa a parafina cuyo rendimiento es constante.
Se sabe que ésta gasta 2 litros de parafina por cada 5 horas encendida. St Juan Luis

tiene un bidon de 7 litros de parafina, ;para cudnto tiempo de encendido le alcanzard?

Solucién. En este caso, las variables involucradas son litros de parafina y tiempo
durante el cual la estufa estd encendida. El hecho que el rendimiento de la estufa es
constante, quiere decir que la estufa gasta la misma cantidad de litros por cada hora.
De este modo, si los litros en la estufa aumentan en una cierta razon, entonces el tiempo
de encendido también aumenta en la misma razon. Asi, las variables son directamente

proporcionales. Para resolver el problema planteamos dos formas:
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= Primera forma: Como las variables son directamente proporcionales, entonces el

cuociente
litros

horas

es constante, y corresponde al rendimiento de la estufa (cantidad de litros que

gasta por hora). Sea z el tiempo incognito. Planteamos la ecuacion

dado que ambos miembros corresponden al rendimiento constante. Resolviendo

35 _

la ecuacion, se tiene que z = =

17%. Es decir, para gastar 7 litros de parafina,

la estufa deberia estar encendida 17 horas y media.
= Segunda forma: Note que:

e 2 litros de parafina sirven para que la estufa esté 5 horas encendida.

e dividiendo ambas cantidades anteriores por 2, obtenemos que 1 litro de

parafina corresponde a 2.5 horas de estufa encendida.

e multiplicando ambas cantidades de la equivalencia anterior por 7, se obtiene
que para gastar 7 litros de parafina, necesitamos 7-2,5 = 17,5 horas, es decir

17 horas y media.

]

Ejercicio 3.2.3. Para pintar un muro de 36 m?

se necesitan 2 galones de pintura. Si
con cada galon se pintan la misma cantidad de metros cuadrados, jcudnlos galones se

necesitan para pintar un muro de 50 m??

Solucién. Las variables involucradas son los metros cuadrados y los galones de pintura.
Como con cada galéon se pinta la misma cantidad de metros cuadrados, entonces
si la cantidad de galones crece en una cierta razon, entonces los metros cuadrados
pintados también crecen en esa razoén. De este modo, las variables son directamente

proporcionales. Para continuar, planteamos dos formas de resolucion:
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= Primera forma: Como las variables son directamente proporcionales, entonces el

cuociente
metros cuadrados

galones

es constante, y corresponde a la cantidad de metros cuadrados que se pintan con

cada galon. Usando este hecho, planteamos la ecuaciéon

2
36 50
de donde se deduce que x = % = 25. Es decir, se necesitan 2 galones y g de

pintura.
= Segunda forma: Note que

e para pintar 36 m? se necesitan 2 galones de pintura.

e dividiendo la equivalencia anterior por 36, obtenemos que para pintar 1 m?

necesitamos % de un galon de pintura.
e multiplicando la dltima equivalencia por 50, obtenemos que para pintar 50

m?, necesitamos

1 25 7
50 - B-9 - 2§ galones de pintura.

Es decir, se necesitan 2 galones y g de pintura.

]

Ejercicio 3.2.4. La familia Ardnguiz fue al cine el dia viernes y sus 6 integrantes
pagaron en total $10000. La familia Diaz fue al cine el dia sdbado y sus 4 integrantes

pagaron en total $7000. Si todos pagan lo mismo, sen que dia es mejor ir al cine?

Solucién. Consideramos dos casos: un caso corresponde al dia viernes y el otro al
dia sabado. En cada caso, mientras mas personas van al cine, entonces mas dinero
deben pagar, y estas cantidades crecen en la misma razon, dado que cada persona paga

lo mismo. De este modo, en cada dia, personas y dinero son variables directamente
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proporcionales. Para determinar cudl dia es mejor ir al cine, nos preguntamos cuanto
deberian pagar 12 personas por asistir al cine (note que 12 = M CM(4,6)) en cada uno

de los dias, dado que esto facilita los calculos. Planteamos dos formas:

= Primera forma: Para el dia viernes, la informacion se resume en la siguiente tabla:

Personas | Dinero
6 10000
12 T

Notemos que el cuociente

dinero (3'2'1)

cantidad de personas’

es constante, y en este caso corresponde al dinero que deberia pagar cada persona.

En virtud de esto, planteamos la ecuacion

10000 =

6 127

de la cual x = 40000. Es decir, el dia viernes 12 personas deben pagar en total

$40000.

En el caso del dia sibado, tenemos

Personas | Dinero
4 7000
12 T

De esta tabla, planteamos, analogamente al dia viernes, la ecuaciéon

De este modo, = = 42000, por lo que el dia sabado 12 personas pagan $42000.



170 CAPITULO 3. PROPORCIONALIDAD.
= Segunda forma: En el caso del dia viernes, tenemos que

e 6 personas pagan $10000.
e 12 personas, lo cual corresponde al doble de la cantidad inicial de personas,
pagan el doble del dinero inicial, es decir $40000.

En el caso del dia sibado, tenemos que

e 4 personas pagan $7000.

e 12 personas, lo cual corresponde al triple de la cantidad inicial de personas,

pagan el triple del dinero inicial, es decir, $42000.

Con cualquiera de los razonamientos expuestos, como 12 personas pagan menos el

viernes que el sdbado, entonces es més conveniente ir al cine el viernes. O]

Observacion 3.2.3. Consideremos dos variables A y B, que cumplen con que si A
aumenta, entonces B también lo hace. Notemos que estas variables no necesariamente

son directamente proporcionales, como muestra el siguiente problema:

.Cuanto deberd pagar Andrea por hablar 900 minutos en el mes? Andrea desea
contratar un plan de telefonia, cuyas tarifas mensuales segquin los minutos hablados,

se resumen en la sigutente tabla:

Minutos hablados | Tarifa mensual en pesos
a) 300 14000
b) 400 18000
c) 600 26000

¢ Cudnto deberd pagar Andrea por hablar 900 minutos en el mes?

Veamos su solucion:

Note que a mds minutos hablados, mayor es la tarifa, lo cual se puede apreciar en

la tabla. Es decir, si una variable aumenta, la otra también lo hace. Si suponemos que
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son directamente proporcionales, entonces su cuociente

tarifa

minutos hablados
es constante, luego para obtener lo pedido, planteamos la ecuacion

14000

300 900’

de donde x = 51000. Es decir, bajo este razonamiento, el precio a cancelar es de $51000.

Sin embargo, el cuociente
tarifa

minutos hablados
no es constante, por lo que las variables no son directamente proporcionales, luego este
razonamiento es erroneo. En efecto, usando conocimientos de funciones (Ejercicio 29
de la seccion de ejercicios propuestos del capitulo de funciones), vemos que la tarifa por

hablar 900 minutos es $38000.

Para terminar esta secciéon vemos una aplicacion de la proporcionalidad directa a la

fisica:

Ejercicio 3.2.5. La distancia que recorre un auto hasta frenar, es directamente
proporcional al cuadrado de la velocidad que llevaba en el momento de iniciar el frenado.
Un auto que va a 50%" patina en una curva y recorre s metros hasta frenar. Otro auto

va a 100%”. ¢ Cudntos metros recorre hasta frenar?
Solucién. Lo hacemos de dos formas:

= Primera forma: Como las cantidades mencionadas son directamente proporciona-

les, entonces el cuociente
distancia

rapidez?

es constante. De este modo, planteamos la ecuacién

S T

502 1002
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de donde

502

Por lo tanto, la distancia que recorre el auto que va a 10()1“7m hasta frenar, es 4

1002s 100
rT = —— = _—
50

2
) s = 225 = 4s.

veces la distancia recorrida por el auto que va a 50’“77”.

= Segunda forma: Se tiene que

e Un auto a 50‘%m recorre s metros.

e Silarapidez aumenta a 100’“7”‘, es decir al doble de la rapidez inicial, entonces
el cuadrado de esta aumenta a 4 veces el cuadrado de la rapidez inicial. De
este modo, como el cuadrado de la rapidez es directamente proporcional a

la distancia, entonces esta aumenta a 4 veces s metros, es decir a 4s metros.

Proporcionalidad inversa.

Ejercicio 3.3.1. Daniela quiere llenar la piscina de su casa con una bomba. Segun los

datos de la bomba, esta arroja 1000 litros por hora, y logra llenar la piscina en 27 horas.

Daniela buscard en el mercado una bomba que llene la piscina mds rdpido y para ello

realiza una estimacion en la siguiente tabla:

Litros por hora | Horas de llenado
a) 1000 27
b) 2000 18,5
c) 3000 9

Danzela junto mucho dinero y le alcanzo para comprar una bomba que arroja 4000

litros por hora. ;En cudntas horas se llena la piscina con esta bomba?
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Solucidén. De la tabla se puede observar que, dado que la capacidad de la piscina no

varia, entonces

= cada vez que los litros por hora aumentaron al doble, entonces el tiempo de llenado

disminuy6 a la mitad.

= cada vez que los litros por hora aumentaron al triple, entonces el tiempo de llenado

disminuy6 a la tercera parte.

Sea k > 1. Generalizando lo observado en la tabla, afirmamos que si los litros por
hora aumentan a k veces la cantidad inicial, entonces el tiempo de llenado disminuye
a la k-ésima parte del tiempo inicial. Asi, dado que 4000 litros corresponden a 4 veces
los litros iniciales, entonces el tiempo de llenado sera la cuarta parte del tiempo inicial.

Por lo tanto, el tiempo corresponde a % = 6% horas, o sea 6 horas y 45 minutos. O

Observacion 3.3.1. Sea k > 0. En general, en forma informal, dos variables A y B

relacionadas entre si son inversamente proporcionales si cada vez que A varia a k

1

. veces B. En palabras mas simples, si A aumenta en una

veces A, entonces B varia a

cierta razon, entonces B disminuye en la razén inversa, o viceversa.

Observacion 3.3.2. Podemos observar de la tabla del ejercicio anterior, que en cada
caso el producto entre los litros por hora y el tiempo de llenado es constante, y
corresponde a la capacidad de la piscina. El valor del producto constante, el cual en

este caso es 27000 litros, es llamado constante de proporcionalidad inversa.
En general, tenemos la definicion:

Definiciéon 3.3.1. Dos variables A y B relacionadas entre si, se dicen inversamente

proporctonales si su producto es constante, esto es, si
A-B =k, conk constante,

para cualquier valor de A y su respectivo valor de B. Al valor constante k, se le

denomina constante de proporcionalidad inversa.
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Ahora resolveremos algunos problemas clasicos:

Ejercicio 3.3.2. 6 hombres se demoran 4 dias en construir un muro. Suponemos que
cada hombre trabaja lo mismo por dia. Si se suman 2 hombres mds al trabajo, sen

cudnto tiempo construirin el muro?

Solucién. Note que mientras mas hombres realizan la tarea, entonces en menos dias
realizan el trabajo. Ademés, cuando la cantidad de hombres crecen en una cierta
razon, entonces los dias disminuyen en la razon inversa, dado que todos los hombres
trabajan al mismo ritmo. De este modo, las variables son inversamente proporcionales.

A continuacion procedemos de dos formas:

= Primera forma: Como las variables son inversamente proporcionales, entonces el
producto

hombres - dias,

es constante, y corresponde al esfuerzo necesario para construir el muro (el cual
es independiente de la cantidad de hombres y de los dias). Segtn los datos, y si x

es el tiempo buscado, entonces planteamos la ecuacion
6-4=8"ux,

dado que ambos miembros corresponden al esfuerzo necesario para terminar la
tarea. Resolviendo la ecuacién, obtenemos que x = 3, por lo que 8 hombres

construyen el muro en 3 dias.
= Segunda forma: Se tiene que

e 6 hombres hacen el trabajo en 4 dias,

e 2 hombres, la tercera parte de lo inicial, hacen el trabajo en el triple de dias

iniciales, o sea en 12 dfias.

e 8 hombres, el cuddruplo de lo anterior, hacen el trabajo en la cuarta parte

del tiempo anterior, o sea en 3 dias.
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Ejercicio 3.3.3. Un ganadero tiene forraje suficiente para alimentar 220 vacas durante
45 dias. Si cada vaca come lo mismo por dia, scudntos dias podrd alimentar con la

misma cantidad de forraje a 22 vacas?

Solucién. Las variables corresponden a vacas y dias. A més vacas, menos dias dura el
alimento. Por otro lado, cuando la cantidad de vacas crece en una cierta razoéon, entonces
el tiempo disminuye en la razéon inversa, dado que todas las vacas comen lo mismo
por dia. De este modo, las variables son inversamente proporcionales. A continuacion

procedemos de dos formas:

= Representamos la cantidad total de alimento por el producto
vacas - dias. (3.3.1)

Como la cantidad de alimento no varia, entonces este producto es constante.
Planteamos la ecuacion

220 -45 =z - 22,

donde x es el nimero dias buscado. Despejando z, obtenemos que x = 450, por

lo que para alimentar 22 vacas se necesitan 450 dias.
= Segunda forma: Se tiene que

e 220 vacas se comen el forraje en 45 dias,

e la décima parte de las vacas iniciales, o sea 22 vacas, acabaran el forraje en

10 veces la cantidad de dias iniciales, es decir, en 450 dias.
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Veamos una aplicacion de la proporcionalidad inversa a la fisica:

Ejercicio 3.3.4. Un furgén de masa m kilogramos se mueve a una rapidez de 107*.
Impacta a un furgon que estd estacionado, el cual también tiene masa m, y luego se
desplazan ambos juntos. Dado que la cantidad de movimiento (o momentum lineal)
se conserva antes y después del choque, la masa y la rapidez de desplazamiento son
variables inversamente proporcionales. ;A qué rapidez se mueven los dos furgones

juntos?
Solucién. Procedemos de dos formas:

» Primera forma: El producto

masa - rapidez

es constante, y corresponde a la cantidad de movimiento que se conserva antes y
después del choque. Sea z la rapidez con la que se mueven los dos furgones juntos,

conjunto que tiene masa 2m. Planteamos la ecuacion
m-10=2m -z

de donde concluimos que

10m
= — =05.
v 2m

m

Es decir, la rapidez buscada es de 57, o sea la mitad de la rapidez que traia el

furgén en movimiento.
= Segunda forma: Tenemos que

e una masa de m kilos se mueve a 10%.

e una masa de 2m Kkilos se mueve a la mitad de la rapidez inicial, es decir a

HI,
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3.4. Proporcionalidad compuesta.

En algunas situaciones intervienen mas de dos variables, las cuales si analizamos
de a pares, vemos que son directa o inversamente proporcionales entre si. Veamos el

siguiente ejemplo:

Ejercicio 3.4.1. En la academia de clases de salsa “Rincon Latino” se ocupan
mensualmente 10 ampolletas, las cuales se usan durante 4 horas diarias y la cuenta
de luz es de $25000. Para el mes siguiente, se intentardn disminuir los gastos, por lo
que sdlo se usardn 6 ampolletas. Supongamos que cada ampolleta gasta lo mismo por
hora, y que el cobro por hora es el mismo. Dado que las clases algunas dias se alargan,
éstas se ocuparan durante 6 horas diarias. ;Se consigue disminuir los gastos con esta

medida?

Solucién. Resumimos la informaciéon en la tabla

Ampolletas | horas diarias encendidas | Pesos
10 4 25000
6 6 T

Reducimos el problema a dos variables. En este caso, estas serdn ampolletas y dinero

gastado por hora. Note que

25000

1 = 0250 pesos mensuales por hora.

= 10 ampolletas gastan

xT

= 6 ampolletas gastan ¢ pesos mensuales por hora.

De este modo, nuestro esquema queda como

Ampolletas | Pesos por hora (al mes)
10 6250
6

o8
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Observamos que mas ampolletas, mas dinero por hora gastan. Ademés, cuando las
ampolletas crecen en una cierta razon, entonces el dinero lo hace en la misma razon,
dado que cada ampolleta gasta lo mismo por hora al mes. De este modo, las variables

son directamente proporcionales. Procedemos de alguna de las dos formas siguientes:

= Primera forma: Planteamos una ecuacion. Como el cuociente entre las cantidades
en cuestion es constante (y su valor representa lo que gasta una ampolleta por

hora), entonces planteamos la ecuacion

6250 ¢
10 6
Es decir,
6250 =
10 36

Despejando z, deducimos que z = 22500. Por lo tanto, con 6 ampolletas prendidas
durante 6 horas se genera un cobro mensual de $22500. Asi, se consiguen disminuir

los gastos.
= Segunda forma: Note que

e 10 ampolletas gastan $6250 por hora al mes.

e dividiendo por 5 ambas cantidades, obtenemos que 2 ampolletas gastan $1250

por hora al mes.
e multiplicando por 3 ambas cantidades, obtenemos que 6 ampolletas gastan

$3750 pesos por hora al mes.

De este modo, 6 ampolletas encendidas durante 6 horas diarias, gastan

6 - 3750 = 22500 pesos al mes. Por lo tanto, se consiguen disminuir los gastos.
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Ejercicio 3.4.2. Quince obreros trabajando 6 horas diarias, tardan 40 dias en realizar
un trabajo. Si cada obrero realiza el mismo trabajo por hora y por dia ;Cudntos dias

tardardn en hacer el mismo trabajo 10 obreros, empleando 8 horas diarias?

Solucién. Las variables involucradas son obreros, horas diarias y dias. Tenemos el

esquema

Obreros | horas diarias | dias
15 6 40
10 8 T

Reducimos nuestro problema a dos variables. Estas son obreros y horas total de
trabajo (en general, la reduccion a dos variables se debe hacer de acuerdo al contexto

del problema). Note que
= 15 obreros realizan el trabajo en 6 - 40 = 240 horas.
= 10 obreros deben realizar el trabajo en 8z horas.

El esquema queda como

Obreros | horas totales
15 240
10 8z

Se tiene que més obreros menos horas total de trabajo. Por otro lado, si la cantidad
de obreros crece en una cierta razéon, entonces las horas totales disminuyen en la razén
inversa, dado que cada obrero realiza el mismo trabajo por hora. De este modo, las
variables son inversamente proporcionales. Ahora, procedemos de alguna de las dos

formas siguientes:
» Primera forma: Del tltimo esquema, planteamos la ecuacion
15-240 = 10 - 8z,

de donde x = 45. Por lo tanto, trabajando 8 horas diarias, los 10 obreros haran

el trabajo en 45 dias.
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= Segunda forma: Note que

e 15 obreros realizan el trabajo en 240 horas.

e dividiendo por 3 los obreros, y multiplicando por 3 las horas, obtenemos que

5 obreros realizan la obra en 720 horas.

e multiplicando por 2 los obreros, y dividiendo por 2 las horas, obtenemos que

10 obreros realizan la obra en 360 horas.

Por lo tanto, trabajando 8 horas diarias, los 10 obreros haran el trabajo en ?’%0 =45

dias.
O]

Ejercicio 3.4.3. Seis gatos matan 6 ratones en 6 minutos. Si cada gato mata la misma
cantidad de ratones por minuto y la cantidad de ratones que muere por minuto es el

mismo. ;Cudntos gatos se necesitan para matar 100 ratas en 50 minutos?

Solucién. Las variables que intervienen en el problema son gatos, ratones y minutos.

Consideremos el esquema:s:

Gatos | Ratones | Minutos
6 6 6
T 100 50

Reducimos este esquema a dos variables, las cuales son gatos y ratones muertos por

cada minuto. Se tiene que

= como 6 gatos matan 6 ratones en 6 minutos, entonces 6 gatos matan 1 ratén por

minuto.

100

» 7z gatos deben matar 3+ = 2 ratones por minuto.
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De este modo, nuestro esquema queda como

Gatos | Ratones por minuto
6 1
T 2

Como mas gatos matan mas ratones por minuto, y ademas como ambas variables
crecen en la misma razon, entonces estas son directamente proporcionales. Ahora

procedemos de dos formas:

» Primera forma: El cuociente entre las variables es constante, por lo que planteamos

la ecuacion

Resolviéndola obtenemos que x = 12. Es decir, para matar 2 ratones por minuto
se necesitan 12 gatos. De este modo, para matar 100 gatos en 50 minutos, se

necesitan 12 gatos.
= Segunda forma: Se tiene que

e 6 gatos matan 1 ratoén por minuto.
e multiplicando por 2 ambas cantidades, se obtiene que 12 gatos matan 2

ratones por minuto.

De este modo, para matar 100 ratones en 50 minutos, es decir 2 por minuto, se

necesitan 12 gatos.
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3.5. Medicion.

En esta seccion, estudiaremos algunas situaciones que involucran unidades de
medida, en diversos contextos. En cualquier caso de los planteados, para transformar
de una unidad de medida a otra, usamos el hecho que estas unidades son directamente

proporcionales entre si.

Ejercicio 3.5.1. Transforme:

a) 13,5 kms a metros.
Solucién. Recordemos que

1 km = 1000 metros

Como los metros y los kms son variables directamente proporcionales, entonces

multiplicando la tltima igualdad por 13,5, vemos que
13,5 kms = 13,5 - 1000 metros.

Es decir,

13,5 kms = 13500 metros.

b) 3,2 kms a cms.
Solucién. Note que

s 1 metro = 100 cms.

= multiplicando la dltima igualdad por 1000, obtenemos que
1000 metros = 1000 - 100 cms.

Es decir,

1 km = 100000 cms. (3.5.1)
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» multiplicando (??) por 3,2, obtenemos que
3,2 km = 3,2 - 100000 cms. (3.5.2)

O sea

3,2 kms = 320000 cms. (3.5.3)

c¢) 20 millas a kms, sabiendo que 1 km equivale a 1,6 millas.

Solucién. Se tiene que

= 1 km = 1,6 millas o sea

8
1km = R millas. (3.5.4)

» determinamos ahora a cuantos kms equivale 1 milla, por lo que multiplicamos
(??) por g, obteniendo que

D
S km = 1 milla. (3.5.5)

= determinamos ahora a cuintos kms equivalen 20 millas, multiplicando la

ultima igualdad por 20, obteniendo que
5 .
20 - 3 km = 20 millas. (3.5.6)

O sea,

12,5 km = 20 millas. (3.5.7)
d) 270000 c¢ms a kms.
Solucién. Se tiene que
= en el gjercicio a) vimos que

1 km = 100000 cms. (3.5.8)

= dividimos la tultima igualdad por 100000, para ver a cuantos kms equivale 1
cm. Obtenemos que

km =1 cm. (3.5.9)

100000
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= multiplicamos ahora por 270000, obteniendo que

270000

km = 2 . 5.1
0000 K = 270000 cms (3.5.10)

O sea,

2,7 kms = 270000 cms.

e) 300 ddlares a pesos chilenos.
Solucién. Se tiene que

= | dblar = 640 pesos chilenos

= si multiplicamos la igualdad anterior por 300, obtenemos que
300 dolares = 300 - 640 pesos chilenos.

De este modo,

300 dolares = 192000 pesos chilenos.

e) 450,000 pesos chilenos a euros.
Solucién. Se tiene que

= 1 euro = 730 pesos chilenos.

= veremos primero a cuantos euros equivale 1 peso chileno, dividiendo la altima

igualdad por 730. Obtenemos que

L 1 hil
—— euro = eso chileno.
0 ur p ilen

= multiplicando la tdltima igualdad por 450000, se deduce que

450000

730 euros = 450000 pesos chilenos.

O sea

616, 43 euros = 450000 pesos chilenos.
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g) 96500 metros cuadrados a hectdreas.
Solucién. Se tiene que

» 1 hectarea = 10000 metros cuadrados (Es decir, 1 hectarea corresponde a un

terreno de 100 metros de largo y 100 metros de ancho.)

= dividiendo por 10000, obtenemos que

1
10000 hectidrea = 1 metro cuadrado.

= multiplicando la tdltima igualdad por 96500, obtenemos que

96500 hectareas = 96500 metros cuadrados.

10000

O sea

9,65 hectareas = 96500 metros cuadrados.

h) 2,4 dias a dias y horas.

Solucién. Tenemos que 2,4 dias, equivalen a 2 dias y 0,4 dias. Cambiaremos los

0,4 dias a horas y minutos. De este modo

s 1 dia = 24 horas.

= multiplicando la dltima igualdad por 0,4 = %, obtenemos que
) 2
0,4 dias = g- 24 horas,

0 sea que,

3
0,4 dias = 95 horas.
Es decir, 0,4 dias equivalen a 9 horas y % de 1 hora.

» transformamos los % de 1 hora a minutos. Como

1 hora = 60 minutos,
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entonces multiplicando por g en esta igualdad, se deduce que
hora = 5 60 minutos
5 5 '

Es decir,

g hora = 36 minutos.

Por lo tanto, 2,4 dias corresponden a 2 dias, 9 horas y 36 minutos.

9,87, la rapidez promedio de Usain Bolt en recorrer los 100 metros planos, a kTm
Solucién. Para determinar la rapidez en ’“Tm, basta determinar cuintos kms

recorre Bolt en 1 hora. Suponiendo que la rapidez es constante, tenemos que

distancia y tiempo son variables directamente proporcionales. De este modo

= Bolt en 1 segundo recorre 9,8 metros.

= multiplicando por 60 ambas cantidades, se tiene que en 1 minuto, Bolt recorre
9,860 = ?—3 - 60 = 588 metros.

= multiplicando lo anterior por 60 el tiempo y metros anteriores, tenemos que,
en 1 hora, Bolt recorre 60 - 588 = 35280 metros. Transformando estos metros

a kms, vemos que en 1 hora Bolt recorre 35,2 kms.

Por lo tanto, la rapidez promedio de Usain Bolt, es de 35,2 %

La rapidez con que la Tierra gira alrededor del Sol, a kTm Use el hecho que ésta

recorre una distancia de 930 millones de kms en 1 ano (365 dias), cuando gira

alrededor del Sol.

Solucién. Suponiendo que la rapidez de la Tierra es constante, tenemos que

distancia y tiempo son variables directamente proporcionales. De este modo:

= en 365 dias, la Tierra recorre 930.000.000 kms.
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» dividiendo ambas cantidades por 365, obtenemos que en 1 dia= 24 horas, la

930.000.000

Tierra recorre ——————— = 25,5 millones de kms.
365
= dividiendo ambas cantidades por 24, obtenemos que en 1 hora= 60 minutos,
25.000.
la Tierra recorre w = 104.164 kms.

» dividiendo ambas cantidades por 60, obtenemos que en 1 minuto= 60

104.164 = 1769 kms.

segundos, la Tierra recorre

= dividiendo ambas cantidades por 60 nuevamente, vemos que en 1 segundo,

la Tierra recorre 29,5 kms.

Es decir, su rapidez es de 29,5’%”.

m3 lts

La rapidez con la que se llena un estanque, la cual es de 0,24

Solucién. Vemos que el estanque se llena a razén de
0,24 m? en 1 hora.
Note que, 1 m? es el volumen de un cubo de
Im-1Tm-1m,
o sea, de un cubo de
100 ¢m - 100 ¢m - 100 cm = 100%°cm® = 1.000.000 cm?.

Esto muestra que

1m? = 1.000.000 em?.

Observando el nimero de ceros obtenido, vemos que
Im? = 1000 - 1000 cm?® = 1000 veces 1000 cm?.
Como 1 litro = 1000 cm?, entonces, se deduce que

1 m? = 1000 litros.

hora’ min”
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Multiplicando la ultima igualdad por 0,24, obtenemos que

0,24 m?® = 240 litros.
Asi, al estanque entran

240 litros en 1 hora.

Para determinar la rapidez en la unidad de medida que nos piden, debemos
determinar cuéntos litros entran en 1 minuto. Suponiendo que la rapidez de
llenado es constante, entonces los litros y los minutos son variables directamente

proporcionales. Como entran
240 litros en 60 minutos,

entonces dividiendo la equivalencia anterior por 60, vemos que entran

240
—— =4 litros en 1 minuto.
60
Asi, 0,24 %:a corresponden a 4 Tgfn O

Ejercicio 3.5.2. Un atleta de Kenia y un atleta de Jamaica compiten palmo a palmo
por obtener la medalla de oro, en el marco de la carrera de 10000 metros planos, en los
Juegos Olimpicos de Rio Janeiro. Una cdmara drea los capta en un cierto instante de
la carrera. En ese instante, el atleta de Kenia llevaba recorrido 1600 metros e iba a una
rapidez de 360 —~. Por otro lado, en ese mismo instante, el atleta de Jamaica llevaba
recorrido 1800 metros e iba a una rapidez de 350 -. Ambos mantuvieron la misma

rapidez respectiva dada hasta el final de la carrera.

a) ¢En cudntos minutos completd la carrera el atleta de Kenia?

Solucién. A este atleta le faltan por recorrer 8400 metros. Dado que mantiene
la misma rapidez hasta el final de la carrera, entonces distancia y tiempo son

variables directamente proporcionales. Se tiene que

m recorre 360 metros en 1 minuto.



3.5. Medicion. 189

» dividiendo por 36, se obtiene que recorre 10 metros en 3—16 de minuto.

= multiplicando por 840, tenemos que el atleta de Kenia recorre los 8400 metros

70

restantes en 3

minutos, es decir en 23 minutos y % de minuto.

b) sEn cudntos minutos completd la carrera el atleta de Jamaica?

Solucién. A este atleta le faltan por recorrer 8200 metros. Andlogamente al otro

atleta, distancia y tiempo son directamente proporcionales. Se tiene que

» recorre 350 metros en 1 minuto.

» dividiendo por 7, se deduce que recorre 50 metros en % de minuto.

= COMoO % = 164, entonces multiplicando por 164 ambas cantidades de la

equivalencia anterior, obtenemos que el atleta de Jamaica recorre los 8200

164

metros en =

minutos, o sea en 23 minutos y % de minuto.

¢) sQuién gand la medalla de oro?

Soluciéon. Comparamos los tiempos en los que completaron la carrera. Para ello,

determinamos cuél es menor, % 0 % Como

1 7T 3 9

32177 21

entonces % < % Asi, la medalla de oro la gané el atleta de Kenia, dado que

complet6 la carrera en menos tiempo. O

Ejercicio 3.5.3. Monica, ciudadana chilena, fue en Febrero de vacaciones a Uruguay.

Al llegar se enteré que el tipo de cambio es
1 peso chileno = 0,05 pesos uruguayos. (3.5.11)

a) Si cambic $240.000 pesos chilenos a pesos uruguayos scon cudnto dinero uruguayo

se quedd?

Solucién. Dada la equivalencia, se tiene que



190 CAPITULO 3. PROPORCIONALIDAD.

= multiplicando (??) por 10000, obtenemos que
10000 pesos chilenos = 500 pesos uruguayos. (3.5.12)
= multiplicando la tdltima igualdad por 24, se deduce que
240000 pesos chilenos = 12000 pesos uruguayos. (3.5.13)

O sea, Monica se qued6 con $12000 pesos uruguayos.

b) Al retornar a Chile en Marzo, contaba con $3000 pesos uruguayos, los cuales fue

a cambiar a pesos chilenos. ;Cudnto dinero chileno deberian darle en la casa de

cambio?
Solucién. Se tiene que
» multiplicando (??) por 100, se deduce que
100 pesos chilenos = 5 pesos uruguayos. (3.5.14)
» multiplicando (??) por 6, obtenemos que
600 pesos chilenos = 30 pesos uruguayos. (3.5.15)
» multiplicando (??) por 100, se deduce que
60.000 pesos chilenos = 3000 pesos uruguayos.

Por lo tanto, en la casa de cambio deberian darle $60.000 pesos uruguayos.

c) En Abril, Mdnica se entera que el cambio entre pesos chilenos y uruguayos ha

variado, y corresponde a

1 peso chileno = 0,08 pesos uruguayos. (3.5.16)

St Monica hubiese retornado en Abril, ;cudntos pesos chilenos hubiese obtenido

con los $3000 pesos uruguayos? sle hubiese sido mds conveniente el cambio?
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Solucién. En este caso
» multiplicando (??) por 100, se tiene que
100 pesos chilenos = 8 pesos uruguayos. (3.5.17)
= dividiendo por 4 la dltima igualdad, se tiene que

25 pesos chilenos = 2 pesos uruguayos. (3.5.18)

= multiplicando la dltima igualdad por 1500, se deduce que

37500 pesos chilenos = 3000 pesos uruguayos. (3.5.19)

De este modo, Moénica ahora obtuvo $37500 pesos chilenos. Asi, el cambio de Abril

no le fue conveniente, dado que obtuvo menos dinero chileno que en Marzo. [

Ejercicio 3.5.4. Una piscina olimpica tiene 50 metros de largo, 25 metros de ancho,

y 2 metros de profundidad.
a) ¢Cudntos litros de agua caben en la piscina?
Solucién. El volumen de la piscina es de
50 m - 25 m -2 m = 2500 metros ctbicos.
Recordemos que la equivalencia entre metros ctibicos y litros es

1000 litros = 1 m?. (3.5.20)

Multiplicando esta igualdad por 2500, obtenemos que
2.500.000 litros = 2500 m?>. (3.5.21)

Es decir, en la piscina hay 2,5 millones de litros.

b) El llenado de esta piscina, para el comienzo de las competencias, demord 3 dias

its
seg’

;A qué rapidez, en se llenc?
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Solucién. Tenemos que

en 1 dia entraron

—2'502'000 = 833,333, 3 litros
a la piscina.
= en 1 hora entraron
833.933,3 = 34.722, 2 litros
24
a la piscina.
= en 1 minuto entraron
34.722,2
T’ = 578, 7 litros
a la piscina.
= en 1 segundo entraron
578, 7
6—0’ = 9,6 litros

a la piscina.

Asi, la rapidez de llenado es de aproximadamente 9 litros y medio por segundo.

O

3.6. Ejercicios propuestos.

1. Determine si las variables siguientes son directamente o inversamente proporcio-

nales, segiin sea el caso:
a) Cantidad de kilos de pan comprados y el precio a cancelar, suponiendo que
cada kilo de pan vale lo mismo.
b) Rapidez de un auto y tiempo en llegar a un cierto lugar.
c¢) Cajas de pelotas y pelotas por caja, si la cantidad total de pelotas es fija.

d) Cantidad de vacas y fardos de pasto necesarios para alimentarlos, si todas

las vacas comen por igual.
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Cantidad de vacas y fardos de pasto por vaca necesarios para alimentarlos,
si la cantidad total de fardos es la misma.

Altura de un poste y longitud de la sombra que proyecta.

Toneles y litros de vino por tonel, si la cantidad total de vino es fija.

Toneles y litros de vino que se desean almacenar, si todos los toneles tienen

la misma capacidad.
Cantidad de manzanas y el peso total de ellas, si todas pesan lo mismo.

Cantidad de casas y el tiempo usado en construir el total de casas, si todas

se construyen al mismo ritmo.

Cantidad de casas construidas por dia, y el tiempo usado en construir el

total de casas, si el tiempo usado en construir cada casa es el mismo.

Cantidad de obreros y el tiempo usado en construir una cantidad fija de

casas.

2. Resuelva cada problema siguiente, de dos formas distintas, similarmente a como

se resolvieron los ejercicios propuestos del inicio de este capitulo.

a)

b)

En la fiesta de cumpleanos de Cristébal, 9 personas se comieron 3 pizzas.
Bajo el supuesto que todos comen lo mismo, jcuantas pizzas son necesarias,

para su fiesta de graduaciéon, donde invit6 a 108 personas?

Resolvamos el famoso problema del “sefior Alto” y el “senior Bajo™

Se presenta aqui una imagen del “sefior Bajo”. Si medimos su altura con clips,

él mide 6 clips de alto. Si medimos su altura con botones, él mide 4 botones
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de alto. El senior Bajo tiene un amigo llamado “senor Alto”. Si medimos la
altura del “senor Alto” en botones, él mide 6 botones de alto. Si los clips
tienen el mismo porte, asi también los botones, jcuél es la altura del “senor

Alto”, si lo medimos con clips?

Andrés pesa 107 kg y hoy decidi6 comenzar una dieta. La nutricionista le
indic6 que de ser riguroso en la dieta, deberia bajar 6 kgs por cada 45 dias.
Andrés pretende llegar a su peso ideal, el cual es 75 kg. ;Cuantos meses y
dias deberan transcurrir para que Andrés obtenga su peso ideal? Dato: Use

que 1 mes tiene 30 dias.

Para envasar cierta cantidad de vino se necesitan 8 toneles de 200 litros de
capacidad cada uno. Queremos envasar la misma cantidad de vino empleando

32 toneles. ;Cudl debera ser la capacidad de esos toneles?

La hinchada del club de fatbol Cebollitas, debe viajar a alentar su equipo. Se
disponen a ir en 12 buses, con capacidad para 30 personas cada uno. Dado el
poco dinero que poseen, deciden s6lo ir en 9 buses. Si se pretende que vaya
la misma cantidad de personas por bus. ;Cuéntas personas por bus deben

viajar?

Para la cena de fin de ano de una empresa, el encargado de organizar el
evento desea comprar bebidas al por mayor. En la distribuidora A le venden
packs de 6 bebidas en $7000 y en la distribuidora B le venden 8 bebidas en
$9000 Si desea comprar 24 bebidas. ;En cuél de las distribuidoras es mas

conveniente comprar?

La jefatura de una carrera financia la estadia de 10 estudiantes en un congreso
en Argentina, aportando con un monto de $150.000 por persona. Durante
esta semana, se informé que el congreso de cambiara de fecha y durard mas
de lo presupuestado originalmente. Por esta razon, 4 estudiantes deciden
no ir al congreso. Si el monto total invertido por la jefatura de carrera no

cambia, jcudnto dinero por persona se aportara?
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h)

Segiin la segunda ley de movimiento de Newton, si empujamos un objeto
con una fuerza fija, entonces la aceleracion que experimenta es inversamente
proporcional a su masa. Si José empuja a un elefante de 5400 kgs con la
misma fuerza que a una persona de 54 kgs, ;a cuéntas veces la aceleracion
que experimenta el elefante, corresponde la aceleracion que experimenta la

persona empujada?

Un globo de Helio que ocupa 100 litros de volumen, esta situado a nivel del
mar, donde la presion del aire es de 1 atmosfera. El globo sube hasta a una
altura en donde la presion es de 0,054 atmosferas. La ley de Boyle nos indica
que la presion del aire y el volumen del globo son variables inversamente

proporcionales. ;Cual es el volumen del globo en esta nueva altura?

Cuando una persona se sumerge en el agua, mayor es la presion del agua
sobre los timpanos. Mas especificamente, la presion del agua es directamente
proporcional a la profundidad en la cual se ubica la persona. Dos buzos
Ay B se sumergen en un lago. Si el buzo A se ubica una profundidad
correspondiente a 10 veces la profundidad de B, ;a cuantas veces la presion

que siente A corresponde la presion que siente B?

3. En cada problema de proporcionalidad compuesta siguiente, reduzca el problema

a s6lo dos variables, identifique el tipo de proporcionalidad entre éstas, y luego

resuélvalo.

a)

Para una fiesta de gala de un estudio de salsa, un grupo de 6 costureras
realiz6 20 trajes en un plazo de 10 dias. Debido al gran interés por asistir
al evento, el estudio encarga 25 trajes mas, pero debido a lo proximo del
evento, se necesitan los trajes en s6lo 5 dias. Dado que las costureras no
pretenden trabajar méas horas diarias de lo presupuestado, deciden contratar
més personas para realizar el trabajo, jcuéntas costureras deben contratar

para realizar el trabajo en el tiempo pedido?
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b) Seis chicos durante 10 dias de campamento han gastado en comer $60000
pesos. En las mismas condiciones, jcuanto gastaran en comer 5 chicos

durante 15 dias de campamento?

¢) Un excursionista esta haciendo un recorrido de 300 kms. Durante los primeros
4 dias, durante 6 horas diarias, ha recorrido 120 kms. ;En cuantos dias
més completara el recorrido, si durante los dias restantes anda s6lo 4 horas

diarias?

4. Alrededor de un estadio se proyecta construir un techo. El ingeniero a cargo

muestra a sus obreros el diseno del perfil:

5m & m 12m

[ [] []

3m 3m 3m

y les dice: “Cada 3 metros colocaremos 3 sujecciones verticales, las cuales mediran
5m, 8 my 12 metros, respectivamente. Posteriormente, colocaremos el techo sobre
cada sujeccion vertical, tal como se aprecia en el dibujo”. ;Sera posible construir

un techo de este modo? Justifique.

5. Sandra quiere comprarse un sofd que vale $210000. Su madre le dice que le

aportara $5 por cada $2 que Sandra ahorre. ;Cuénto dinero aportara cada una?

6. La oficina de Seguridad Nacional ha promulgado una ley la cual afirma que en

cada espectaculo masivo debe haber, a lo menos, 1 guardia por cada 30 asistentes,
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de lo contrario habran severas multas. En la fiesta electronica que se realiz6 ayer

en el Casino, habian 630 asistentes y 18 guardias.

a) ;Fue multado el casino?

b) Si fue multado, jcuantos asistentes, a lo menos, deberfan ingresar o irse de

la fiesta para cumplir con lo estipulado por la ley?

¢) Si fue multado, jcuantos guardias a lo menos deberian ingresar o irse de la

fiesta para cumplir con lo estipulado por la ley?

7. El fin de semana pasado se realizaron festivales simultdneos en Vina del Mar y en
La Serena, con gran cantidad de asistentes en ambas ciudades. Segin el reporte
policial, en Vinia del Mar habian 4000 autos por cada 3 kms cuadrados. En tanto,
que en la Serena habian 3000 autos por cada 2 kms cuadrados, ;cual ciudad estaba

mas congestionada durante el festival? Justifique.
8. Transforme:

a) Sueldo minimo en USA| el cual es de 1256 dolares al mes, a pesos chilenos

(Use 1 dolar = 700 pesos chilenos).

b) Rapidez de un guepardo (el animal mas rapido del mundo), la cual es de

km m
58%%, a .

¢) Altura del World Trade Center, el cual es de 1730 pies, a metros (Use que
1 pie = 0,3048 metros).

litros
5 min ’

d) La rapidez del flujo sanguineo ,de un adulto en reposo, el cual es de

a =<,
seg

e) Anos en los que se construyé la muralla China, sabiendo que se construyé

en 105,12 millones de minutos.
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9. Use calculadora para responder los siguientes problemas:

a)

El 27 de Agosto de 2003, Marte estuvo a la menor distancia de la Tierra
en 60000 anos. Esta distancia correspondi6 a 55,76 millones de kms. Si esta
distancia se hubiese mantenido, y se construyera un puente que une la Tierra
con Marte, poniendo en marcha un grupo de viajeros que va a 100 "”Tm, jen

cuanto tiempo debe estar en Marte? Use que 1 mes equivale a 30 dias.

Cristobal recorri6 el mundo en sus vacaciones. Fue a Marruecos, cuya moneda

es el Dirham Marroqui, donde encontré la siguiente equivalencia
100 pesos chilenos = 1,54 Dirham Marroqui

bl) El quiso cambiar 350 mil pesos chilenos a dinero marroqui, para sus
gastos durante su estadia en este pais. En la casa de cambio le dan 5385

Dirham Marroqui. ;.o enganaron en la casa de cambio?

b2) Alirse de Marruecos, Cristobal desea cambiar los 2000 Dirham Marroqui
que le sobraron a euros, dado que se va a Espana. ;Cuéntos euros le

deben dar si

1 euro = 730 pesos chilenos?

En Inglaterra, ocurrié el record de la tortuga mas rapida del mundo, la
cual corri6 una distancia de 18 pies en 19,59 segundos. Usando el hecho que

1 pie = 0,3048 metros, responda:

cl) ;Cudl es la rapidez de la tortuga, en kTm?

c2) (En cuanto tiempo la tortuga recorreria la carrera de los 100 metros

planos?

c3) El atleta jamaiquino Usaint Bolt, recorri6 los 100 metros planos, en un
tiempo de 9, 58 segundos. ;Cuantas veces la rapidez de Bolt es la rapidez

de la tortuga?
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d)

La densidad d de una sustancia, se define como el cuociente entre su masa y

su volumen, o sea

d= —

v

dl) Si 1 litro de aceite pesa 920 gramos y 1 litro de leche pesa 1 kilo y 32
gramos, /cudl es la densidad de la leche y la del aceite, en 227

d2) Un trozo de madera tiene una densidad de 4()0:793. Se sabe que un objeto
flota en un liquido si su densidad es menor que la densidad del liquido.

.Flota este pedazo de madera en la leche? ;y en el aceite?

La velocidad de la luz es de 300000 kTm El perimetro de la Tierra, es de

40075 kms. ;Cuéntas vueltas a la tierra da la luz en 1 segundo?
El grosor de un billete de $1000 pesos chilenos es 1—10 de un milimetro.

f1) ;Cuéantos billetes debemos arrumar desde el piso, para llegar la cima de
la Torre Entel, la cual tiene 127 metros de altura?

£2) ;Cual sera el monto total del dinero utilizado?

Un ano luz es una unidad de medida de distancia, la cual corresponde a la
distancia que recorre la luz en 1 ano. Si la velocidad de la luz es de 300.000

kms por segundo,
gl) ¢A cuantos kms corresponde 1 ano luz?

g2) La distancia entre el Sol y su estrella mas cercana corresponde a 3,9-10'3
kms ;A cuéntos anos luz esta el Sol de esta estrella?
Indicacion: Use la aproximacion ;% = 0,41.

g3) (A cudntos kms® corresponde un afio luz ciibico (unidad de medida de
volumen)?

gd4) ;Cudl es el volumen de nuestra galaxia en afios luz ctbicos, si ésta

corresponde a 3,3 - 1061 m3?
Un grano de arena tiene como méaximo un volumen de 8,8 - 1072 metros
cubicos. Por otro lado, un atomo de hidrégeno, tiene un volumen de

6,54 - 10732 metros ciibicos.
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h1) ;Cuéntos atémos de hidrogeno cabrian dentro de un grano de arena?
8,8
Use la aproximacion —— = 1,3
prox 654
h2) ;Con cuantos gramos de arena llenamos una botella de Coca Cola de

2,5
2,5 litros? Use la aproximacion g = 0,28.

Y

i) El volumen de agua en todos los ocednos del mundo corresponde aproxima-
damente a 1,4-10'® m?. ;Cuéantas botellas de Coca Cola de 2.5 litros podria
llenarse con esta agua?

S . 14
Indicacion: Use la aproximacion 3z = 0,56.



Capitulo 4

Ntuimeros reales y lenguaje algebraico.

4.1. Introduccion.

El Algebra fundamentalmente representa la generalizaciéon de lo aritmético. Es decir,
el Algebra, a través de letras, expresa patrones nimericos y opera con ellos, de acuerdo
a reglas ariméticas ya conocidas. Por ejemplo, la rapidez constante con la que un auto

recorre una distancia de 300 km, corresponde a

300

t )
donde t es el tiempo que demora en realizar el trayecto. Con ello podriamos determinar,
a través de una ecuacion, cuanto tiempo demoraréd en llegar a destino si va a 80 kTm
Por otro lado, a través de una inecuacion, se puede determinar cuanto demoraria si

debe ir a no mas de 10022, esto debido a desperfectos en su automovil. De modo

h ?
general, el Algebra nos permite obtener modelos de situaciones en diversos contextos,
tales como Economia, Ingenerfa, Ciencias de la salud, etc. y asi de poder predecir el

comportamiento de ciertos fenémenos en el futuro.

En este capitulo estudiaremos la operatoria algebraica béasica, y la aplicaremos a la

resolucion de problemas, tales como

201



202 CAPITULO 4. NUMEROS REALES Y LENGUAJE ALGEBRAICO.

Hay varios conejos y jaulas. St colocamos un conejo por cada jaula, sobra un conejo. Si
colocamos dos conejos por cada jaula, sobra una jaula. ;Cudntos conejos y jaulas hay?

En este tipo de problemas es muy importante distinguir qué representa cada una
de las incognitas, para luego obtener una ecuacién o un sistema de ecuaciones que nos
permite resolver el problema. Por ejemplo, en el problema recién mencionado, podemos
expresar por = a la cantidad de conejos e y a la cantidad de jaulas, para luego obtener,

mediante un sistema de ecuaciones, que los conejos son 4 y las jaulas son 3.

También debemos apuntar que la operatoria algebraica vista acid es de vital
importancia en cualquier curso posterior de Matematica, tal como Célculo. Por ende,
es importante tener una base solida, de donde se aprendan las herramientas de la forma

més simple posible.

4.2. El lenguaje algebraico.

Ejercicio 4.2.1. Don Daniel tiene un almacén, donde el kilo de papas vale actualmente

$700.

a) Usando este dato, completa la tabla que muestra kilos de papas comprados y su

valor, ademds de como se obtuvo (sin usar los datos de las filas anteriores):

Kilos | Valor | ;Cémo obtuve el valor?
a)| 2
b)| 4
c) 6
d) 9
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Solucién. La tabla completada es:

Kilos | Valor | ;Coémo obtuve el valor?
a) 2 1400 700 - 2
b) 4 2800 700 - 4
c) 6 4200 700 - 6
d) 9 4900 700 -9

b) En base a lo respondido en la tabla, conjeture: ;Cudl es el valor de k kilos de

papas?

Solucién. El valor de k kilos de papas es de 700 - k£ pesos.

Ejercicio 4.2.2. Una empresa de telefonia ofrece un plan mensual consistente en un

cargo fijo de $10000 mds $40 por cada minuto hablado.

a) Completa la tabla con el valor mensual del plan a cancelar, segqin los minutos

hablados en el mes (sin usar los datos de las filas anteriores):

Minutos hablados | Valor del plan | ;Cdomo obtuve el valor?
a) 100
b) 150
c) 180

Solucién. La tabla completada es:

Minutos hablados | Valor del plan | ;Coémo obtuve el valor?
a) 100 14000 10000 + 40 - 100
b) 150 16000 10000 + 40 - 150
¢) 180 172000 10000 + 40 - 180
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b) Si hablé n minutos en el mes, conjeture: scudl es el valor del plan?

Solucién. El valor del plan es de 10000 + 40n pesos. O

Observacion 4.2.1. Para expresar un patréon numérico, cuando es necesario se usan

letras.

Definicién 4.2.1. Una expresion algebraica es una expresion que entrelaza nimeros

y letras mediante operaciones aritméticas.

Ejercicio 4.2.3. Si x es un numero natural, obtenga una expresion algebraica en x

para:

a) Su Sucesor.

Solucion. = + 1.

b) su doble.

Solucién. 2z.
¢) su mitad.
Solucion. ~.
2
d) sus tres cuartas partes disminuidas en una unidad.
3
Solucién. Vil 1.
e) su triple excedido en 4 unidades.

Solucién. 3z + 4.

f) su 20 %.

Solucién. %
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Ejercicio 4.2.4. Considere la siguiente tabla con expresiones algebraicas:

z — 20 44+ x 20+ 1
4 < 20
T 5 -z
5 T
’:E__
T 10 3z

205

Indique si cada enunciado siguiente corresponde a alqguna de las expresiones de la tabla.

a)

La edad que tenia hace 20 anos, suponiendo que hoy tengo x anos de edad, con

x > 20.

Solucidén. Es x — 20 anos, expresion que aparece en la tabla.

El perimetro de un cuadrado de lado de longitud x.

Solucidén. 4x unidades, expresion que aparece en la tabla.

ElL10% del precio de un pantaldn, considerando que el pantalon vale x pesos.

Solucién. EI 10 % de su precio corresponde a {5 pesos, expresion que no aparece

en la tabla.

El niimero total de patas de x gallinas.

Solucién. Como cada gallina tiene 2 patas, entonces x gallinas tienen en total

2x patas, expresion que aparece en la tabla.
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e) El nuevo precio de un pantalon, si se le realizo un descuento del 10 % con respecto

a su precio original x.

T

19> expresion que

Solucién. Bajo las condiciones dadas, su nuevo precio es x —

aparece en la tabla.

f) El dinero que posee Pepe, si en un bolsillo tiene $x, y en el otro bolsillo tiene el

doble de $zx.

Solucién. En un bolsillo tiene x pesos, y en el otro 2z pesos, entonces en total

tiene 3x pesos, expresion que aparece en la tabla.

g) La longitud de cada lado de un cuadrado de perimetro x.

z

1 unidades, expresion que no aparece en la tabla.

Solucion. Es

h) El nimero total de patas de x cerdos.

Solucién. Cada cerdo tiene 4 patas, luego = cerdos tienen en total 4z patas,

expresion que aparece en la tabla. O

4.3. Numeros reales.

El conjunto de los ntimeros reales, denotado por R, corresponde a la unién entre el

conjunto de nimeros racionales Q y el conjunto de los nimeros irracionales I. Es decir,
R=QUI

Algunos ejemplos de niimeros reales son

9

3
1,3, -4, =
P 72’

=
O >

los cuales son también ntimeros racionales, y
V2
\/37 2 ) 7T7

los cuales son también nimeros irracionales.
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El conjunto de los ntimeros reales es representado en una recta numeérica:

donde usualmente se representan s6lo algunos ntumeros enteros. Sin embargo,
entendemos que entre dos ntmeros enteros consecutivos, existen infinitos ntmeros

reales. Por ejemplo, entre 2 y 3, estan posicionados ntimeros como 2,1;2,3; 2.7, etc.
Observacion 4.3.1. Queremos realizar la suma

143 4 30 + 40.

Es evidente que debemos sumar dos ntmeros primero. En este caso, es mas rapido
realizar primero la suma 30 + 40, y luego a lo obtenido sumarle 143. Es decir, tenemos
que

143 + (30 + 40) = 143 + 70 = 213.

Sin embargo, también podemos efectuar primero la suma 143 + 30, y a lo obtenido
sumarle 70. Es decir,

(143 + 30) + 70 = 163 4 70 = 213.

En definitiva, tenemos la igualdad
143 + (30 + 40) = (143 + 30) + 70,

lo que quiere decir que para realizar esta suma de 3 nimeros no import6 cuales nimeros
se sumaron primero. Este axioma, que se cumple para cualquier terna de ntimeros reales,

se llama asociatividad de la suma.

Axioma 4.1. (Asociatividad de la suma)

Va,bce R:a+ (b+c¢) = (a+0b) +c.
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La suma también es conmutativa, es decir, al sumar dos ntimeros reales, podemos

cambiar el orden de los sumandos, y esto no altera el resultado:

Axioma 4.2. (Conmutatividad de la suma)
Va,beR:a+b=0+a.
Antes de ver el tercer axioma, veamos el siguiente ejercicio.

Ejercicio 4.3.1. ;FExiste algin nimero real x que cumpla que 54+ x =2x+5 =5, es

decir, que al sumarlo con 5, el resultado sigue siendo 57

Solucién. Si, x = 0, en efecto

5+0=5=0+25.

Observacion 4.3.2. En general, para cualquier nimero real a, se tiene que
a+0=0+a=a.

Es decir, al sumarle 0 a cualquier niimero real a, el resultado no varia, por lo que

decimos que 0 es el elemento neutro para la suma.

Axioma 4.3. (Existencia de elemento neutro aditivo)
VaoeR:a+0=0+a=a.
Veamos otro ejercicio antes del siguiente axioma:

Ejercicio 4.3.2. ;FEriste algin nimero real x que cumpla que 5+ x = x+5 =10, es

decir, que al sumarlo con 5, el resultado es 07

Solucién. Si, © = —5, en efecto,
54 (=5)=0=(=5)+5.

El niimero real —5 se dice ser el opuesto aditivo de 5. O
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Observaciéon 4.3.3. En general, dado un nimero real a, su opuesto aditivo es un

ntimero real x que satisface que
at+rx=x+a=0.
Denotamos tal x como —a. Note que —a no siempre es negativo.
Axioma 4.4. (Ezxistencia de opuesto aditivo)
VaeR,I—a€R:a+ (—a)=(—a)+a=0.
La multiplicaciéon de niimeros reales también es asociativa y conmutativa:
Axioma 4.5. (Asociatividad de la multiplicacion)
Va,b,ceR:a-(b-c)=(a-b)-c.
Axioma 4.6. (Conmutatividad de la multiplicacion)
Va,beR:a-b=1b-a.
Por otro lado, 1 es el elemento neutro de la multiplicacion:
Axioma 4.7. (Ezxistencia de elemento neutro multiplicativo)
VoeR:a-1=1-a=a.
Ademas, cada namero real a con a # 0, tiene un inverso multiplicativo:
Axioma 4.8. (Ezistencia de inverso multiplicativo)
Va e R—-{0},3a ' €R:a-a'=a"' a=1.

Observacion 4.3.4. Si nos piden realizar mentalmente la multiplicaciéon 26 - 7, una

opcién es, que intuitivamente, expresemos 26 como 20 + 6, y luego tenemos que

26-7=(2046)-7=20-7+6-7=140+ 42 = 182.
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En el paso

(20+6)-7=20-7T+6-7.

decimos que el 7 se distribuye en cada uno de los sumandos 20 y 6. Este axioma,
que se cumple para cualquier terna de nimeros reales, se llama distributividad de la

multiplicacién con respecto a la suma.
Axioma 4.9. (Distributividad de la multiplicacion con respecto a la adicidon)
Va,b,ceR:a(b+c)=a-b+a-c.
Observaciéon 4.3.5. Sean a, b, ¢, d nimeros reales. Consideremos la multiplicaciéon
(a+0b)(c+d).
Distribuyendo a 4 b en cada uno de los términos de (¢ + d), obtenemos que
(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d.

Aplicando nuevamente la distributividad, ahora en cada paréntesis de la derecha,

obtenemos que

(a+b)(c+d) =ac+ ad+ be + bd. (4.3.1)

De este modo, entendemos que para realizar la multiplicacion (a + b)(c + d),

multiplicamos cada término de a + b con cada término de ¢+ d, y luego los sumamos.
Proposicion 4.3.1.
Va,b,c,d € R: (a+b)(c+d) = ac+ ad + bc + bd.
Observacion 4.3.6. Consideremos la multiplicacion 27 - 36. Expresamos
27-36 = (20 4+ 7)(30 + 6).

y usamos la propiedad anterior. Es decir, multiplicamos término a término, de modo
que

(20+7)(30+6)=20-30+20-6+7-30+7-6.
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De este modo,
27-36 = (204 7)(30 + 6) = 600 + 120 + 210 + 42 = 972

En resumen, podemos realizar una multiplicacién entre dos nimeros naturales
usando explicitamente la distributividad, y sin necesidad de usar los procedimientos
algoritmicos que nos ensenaron en nuestra infancia, los cuales de todos modos se basan

en este axioma.

Proposicion 4.3.2. El neutro aditivo 0, neutro multiplicativo 1, inverso aditivo —x e

inverso multiplicativo x4, x # 0 son inicos.

Proposicion 4.3.3.

VreR, z-0=0.

Observacion 4.3.7. La propiedad anterior nos plantea que, cada vez que multiplicamos

un numero real por 0, el resultado es 0.

Utilizando los axiomas recién vistos, se deducen las reglas algebraicas que rigen la

operatoria con igualdades, las cuales seran la base para resolver ecuaciones.
Proposicion 4.3.4. Si x,y,z € R, se tiene que
r=y<rt+z=y+z.

Observaciéon 4.3.8. La interpretacién que le damos a esta propiedad, es que si
sumamos o restamos la misma cantidad en ambos miembros de una igualdad, esta

igualdad se mantiene.

Proposicion 4.3.5. Si x,y, z € R, se tiene que
r=ysrz=yz, z#0.

Observacion 4.3.9. La interpretacién que le damos a esta propiedad, es que si

multiplicamos o dividimos la misma cantidad distinta de 0, en ambos miembros de



212 CAPITULO 4. NUMEROS REALES Y LENGUAJE ALGEBRAICO.

una igualdad, ésta se mantiene. Note que si la cantidad es 0, esta propiedad no es
cierta, dado que por ejemplo

5-0=3-0,
pero no es cierto que 5 = 3.

Definicién 4.3.6. Sean x e y dos niumeros reales. Se llama diferencia entre x e y,

en ese orden, la cual es denotada por x — vy, a la expresion

r—y:=x+(—y).

Observacion 4.3.10. Es decir, para x e y dos niimeros reales, restar  con y consiste

en sumar x con el opuesto aditivo de y.

Definicion 4.3.7. Sean z,y dos nimeros reales. Sty # 0, se llama cuociente entre x

ey, el cual es denotado por r + 1y o 5, a la erpresion

-y = :Ey_l.

Observacion 4.3.11. Es decir, para x,y dos nimeros reales, dividir x entre y consiste

en multiplicar x por el inverso multiplicativo de y.
Proposicion 4.3.8. Sean x,y dos numeros reales. Se tiene que
6.1) (—z)y = —xy

6.2) (~2)(~y) = ay

Observacion 4.3.12. Analizemos la propiedad anterior. Supongamos que x e y son

nimeros positivos. Asumimos que su producto xy es positivo. Se tiene que

= en 6.1), —x es negativo e y es positivo, por lo que —zy es negativo. De este modo,

deducimos que el producto de dos numeros de distinto signo, es siempre negativo.

» En 6.2), —z y —y son negativos, y xy es positivo. De este modo, deducimos que

el producto de dos ntimeros negativos es siempre positivo.
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4.4. Ecuaciones.

Definicién 4.4.1. Una ecuacion es una igualdad en la que intervienen una o mds
wncognitas. Bl grado de una ecuacion consiste en el mayor exponente al que se encuentra

elevada cualquiera de las incognitas.

Estudiaremos las ecuaciones de primer y de segundo grado, cuya incognita es un

numero real:

4.4.1. Ecuaciones de primer grado.

Ejercicio 4.4.1. Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado:

a) 2e+1=>5.

Solucién. Intentamos despejar la incognita x. Para ello, cada operaciéon que
realizamos, la hacemos en ambos miembros de la igualdad, de modo que ésta
se mantenga (formalmente, lo que en realidad haremos es usar la propiedad 3.4
y 3.5 de nameros reales). Esto es como una balanza en equilibrio: si colocamos
peso en un platillo, entonces debemos colocar el mismo peso en el otro platillo,

de modo que el equilibrio se mantenga.

De este modo, restamos 1 en ambos miembros de la ecuaciéon, obteniendo
2 = 4.
Dividimos por 2 en ambos miembros de la tltima igualdad, de este modo
r = 2.
Note que si reemplazamos x = 2 en la ecuacién original, obtenemos que
20+1=2-2+1=05,

lo cual comprueba que nuestra solucién es correcta (la comprobacion de todos

modos no es necesaria). Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {2}. O
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50 +5=9— 3.

Solucién. Para despejar x, primero agrupamos los términos que dependan de x
en un miembro de la igualdad, y los términos que no dependen de z en el otro

miembro.

Sumamos 3z — 5 en ambos miembros, lo que se puede interpretar como que 3x
)
“pasa sumando” al miembro izquierdo, y 5 “pasa restando” al miembro derecho.

De este modo, obtenemos la ecuacion equivalente
5r +3x =9 — 5,
de donde
8r = 4.

Dividimos ambos miembros de la tltima igualdad por 8, lo que se puede entender

como que 8 pasa dividiendo al miembro derecho de la igualdad, obteniendo que

T=-ST=_.
2

De este modo, el conjunto solucién es S = {%}

20 — (x — (x — 50)) = x — (800 — 3x).

Solucién. Intentamos deshacer los paréntesis para luego despejar x. Si hay
un signo menos justo fuera de un paréntesis, esto significa que éste se esta
multiplicando por —1, luego usando la distributividad, este —1 multiplica a todos
los términos que estan dentro del paréntesis, cambiando los signos de éstos. De

este modo, en un primer paso obtenemos
20 — (x — x4+ 50) = x — 800 + 3.

Luego,
2z — 50 = 4z — 800.
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Asi, dejando los términos en x a la derecha, los niimeros a la izquierda, operando

y luego permutando la igualdad, obtenemos que
22 = 750,
de donde
x = 375.
Por lo tanto, S = {375}.

3z+1 2—4x —bhr—4 Tz

7 3 14 6
Solucidén. Intentamos deshacernos de las fracciones lo antes posible. Para tal
efecto, no es necesario operar con ellas, simplemente multiplicamos la ecuacién
por el MCM de los denominadores, esto es, por 42. De este modo, obtenemos
que

6(3x + 1) — 14(2 — 4x) = 3(=5x — 4) + 7 - Ta.

Usando distributividad, obtenemos ahora que
18z + 6 — 28 + 56x = —1bx — 12 + 49x.

Despejamos x, obteniendo que

|

Es decir, S = {1}. O

Veamos algunas aplicaciones. Los siguientes 3 problemas, los resolveremos planteando

inicialmente preguntas que nos permiten llegar a la ecuacion, para luego resolverla.

Ejercicio 4.4.2. Un padre tiene 41 anos de edad y su hijo 7 anos de edad. El padre
le dijo hoy al hijo: “cuando mi edad sea el triple de la tuya, te regalaré un auto” ;En

cudntos anos mds ocurrird este suceso?

La incognita, la cual llamaremos x, corresponde a la cantidad de anos que deben

transcurrir para que el padre le compre un auto al hijo.
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a) Determine, en términos de x, la edad del hijo cuando transcurran estos x anos.

Solucién. 7 + z anos.

b) Determine, en términos de x, la edad del padre cuando transcurran estos x anos.

Solucion. 41 + x anos.

¢) Resuelva el problema.

Solucién. Usando lo obtenido en a) y en b), las edades del padre e hijo en x afos,

deben satisfacer la ecuacién
41+ 2 = 3(7 + x),

(note que para igualar ambas expresiones, multiplicamos por 3 la menor edad, es
decir 7+ x) cuya solucion es

xz = 10.

Es decir, el padre le regalarda un auto a su hijo en 10 anos mas. O]

Ejercicio 4.4.3. Andrés fue al mall y se comprd un traje, un sombrero y un libro. El
libro le costd $20000 menos que el traje y el sombrero le costd $5000 mds que el libro.

Si pagé $88000 por los tres articulos, jcudnto pagd por cada articulo?
Escogemos como x como el precio del traje.
a) Determine el precio del libro, en términos de x.

Solucién. = — 20000 pesos.

b) Determine el precio del sombrero, en términos de x.

Solucién. = — 20000 + 5000, o sea, x — 15000 pesos.

¢) Resuelva el problema.
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Solucién. En base a lo obtenido en a) y en b), tenemos que la ecuacion que

resuelve este problema es
x 4 (z — 20000) + (z — 15000) = 88000,
de la cual se deduce que x = 41000. Es decir, el traje le costo $41000, el libro
$41000 — $2000 = $21000,

y el sombrero

$41000 — $15000 = $26000.
m
Ejercicio 4.4.4. Teniendo en cuenta el plan de produccion de wuna fdbrica de
automouiles, se deben fabricar 40 autos diarios. Sin embargo, antes de empezar con
la fabricacion de los automduviles, se decide cambiar el plan y ahora se fabricardn 45
autos diarios. Con este nuevo plan, se construyo el total de autos propuestos 3 dias

antes de lo que se pretendia con el plan inicial. ;En cudntos dias se construyeron los

autos?

La incognita, denotada por x, es la cantidad de dias del plan inicial.

a) Ezprese en términos de x, el nimero de dias que durd el nuevo plan.

Solucién. x — 3 dias.

b) Obtenga, segin el plan inicial, una expresion en términos de x, que represente el

numero de aulos que se construyeron.

Solucién. 40z.

c) Obtenga, segin el nuevo plan, una erpresion en términos de x, que represente el

nidmero de autos que se construyeron.

Solucién. 45(z — 3).
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d) Resuelva el problema

Solucién. Segin lo obtenido en b) y ¢), y dado que el niimero de autos a construir

es independiente del plan, planteamos la ecuaciéon
40x = 45(x — 3),

cuya solucion es x = 27. De este modo, los autos se construyeron en 27 — 3 = 24

dias. 0

4.5. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas.

En esta seccion estudiaremos cémo resolver sistemas de dos ecuaciones y dos
incognitas, donde estas ecuaciones son de primer grado. Posteriormente resolveremos

algunas aplicaciones de éstos. Ejemplos de estos sistemas son

r—y=-1 . :
] , cuya solucion dnicaes x =1e y = 2.
3r+2y=17
r+y=-—1 ) .
] , el cual no tiene solucién.
—2x -2y =4
r+y=1 L :
] , el cual tiene infinitas soluciones.
—2xr — 2y = -2

Nuestra pregunta es, ;coémo resolver este tipo de sistemas de ecuaciones?
Ejercicio 4.5.1. Considere el sistema de ecuaciones

r—y=-—1
3r+2y="T.

a) Para resolverlo, intentaremos eliminar una de las variables, en este caso y. Para

ello, multiplicamos la primera ecuacion por un niumero, de modo que al sumar
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ambas ecuaciones, la variable y se cancele, jpor cudl nimero multiplicamos la

Primera ecuacion parae que ocurra esto?

Solucién. Por 2, ya que de este modo, el sistema queda como
20 — 2y = =2
dr+2y="7

Al sumar estas ecuaciones, se cancela y, y nos queda la ecuacion 5z = 5.

Determine la solucion de este sistema.

Solucién. Como de a) tenemos que 5z = 5, entonces x = 1. Luego, reemplazando
x = 1 en cualquiera de las ecuaciones del sistema, obtenemos el valor de y. En
efecto, si reemplazamos x = 1 en la primera ecuaciéon x —y = —1, obtenemos que
y = 2. De este modo, la solucién es z = 1 e y = 2. Podemos expresar la soluciéon

como un par ordenado (z,y), de modo que el conjunto solucién es

S={(1,2)}.

Ejercicio 4.5.2. Considere el sistema

6z + Hy = —1
dr+9y =5

a) Para resolverlo, intentaremos eliminar la variable x. En este caso, multiplicamos

la primera ecuacion por un numero y la sequnda ecuacion por olro miumero,
de modo que al sumar ambas ecuaciones se eliminen las x. ;Cudles son esos

ndmeros?

Solucién. El coeficiente de x en cada ecuacion, debe ser un miltiplo comun de
6 y 4, pero con distinto signo. Como mecm(6,4) = 12, entonces multiplicamos
por —2 la primera ecuaciéon y por 3 la segunda ecuacion, obteniendo el sistema

equivalente
—122z — 10y = 2
122 + 27y =15

Y
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de donde al sumar sus ecuaciones obtenemos que 17y = 17.

b) Obtenga la solucion de este sistema.

Solucién. De a), obtuvimos la ecuacion 17y = 17, de la cual se deduce que y = 1.
Al reemplazar y = 1 en la primera ecuacion del sistema original, obtenemos que

r=—1. Asi, S={(-1,1)}. O

Ejercicio 4.5.3. Obtenga la solucion del sistema

r+y=-—1
—2x —2y=4.

Solucién. Si multiplicamos por 2 la primera ecuacion, obtenemos el sistema equivalente

20 4+ 2y = —2
—2x -2y =4.

Al sumar ambas ecuaciones de este nuevo sistema, obtenemos que 0 = 2, lo cual es

falso, de este modo el sistema no tiene solucion. Es decir, su conjunto solucién es S = ().

]

Ejercicio 4.5.4. Resuelva el sistema

r4+y=1

—2xr — 2y = -2
Solucién. Multiplicando por 2 la primera ecuacion y luego sumando ambas ecuaciones,
obtenemos que 0 = 0. Como esta igualdad es evidentemente valida, entonces el sistema
tiene infinitas soluciones. Para obtener algunas de ellas, consideremos que x = ¢, con t

un numero real cualquiera. Reemplazando x = ¢ en la primera ecuacion, tenemos que

t+y=1loy=1—t (4.5.1)
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De este modo, podemos obtener algunas soluciones particulares, dandole valores a t, y

obteniendo el respectivo valor de x e y. En efecto, usando (?7?), tenemos que
m sit =1, entoncesx =1¢ey=0.
» sit =4, entonceszr =4 ey =—3.

De este modo, el conjunto soluciéon es

S={(t,1—t):teR},

Veamos algunas aplicaciones:

Ejercicio 4.5.5. Una granja tiene cerdos y pavos, en total hay 35 cabezas y 116 patas.

¢ Cudntos cerdos y pavos hay?

Solucién. Sea z la cantidad de cerdos e y la cantidad de pavos en la granja. Como

cada animal tiene una s6la cabeza, entonces
x+y =35 (4.5.2)

Por otro lado, cada cerdo tiene 4 patas y cada pavo sblo 2. De este modo, obtenemos

la ecuacion

Az + 2y = 116, (4.5.3)

la cual es equivalente a

22 4y = 58. (4.5.4)

Resolvemos el sistema que consiste en las ecuaciones (??) y (?7), es decir, el sistema
r+y =35 2x+y =058,

obtenemos que x = 23 e y = 12. Por lo tanto, en la granja habian 23 cerdos y 12 pavos.

[]
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Ejercicio 4.5.6. Hay varios conejos y jaulas. Si colocamos un conejo por cada jaula,
sobra un conejo. Si colocamos dos conejos por cada jaula, sobra una jaula. ;Cudntos

conejos y jaulas hay?

Solucién. Sean z el nimero de conejos e y el nimero de jaulas. El hecho de que al
colocar un conejo por cada jaula, sobra un conejo, nos dice que hay 1 conejo més que

jaulas, por lo que la primera ecuacion es
r—y=1L1 (4.5.5)

El hecho de que al colocar dos conejos por jaula, sobra una jaula, nos dice que hay

una jaula mas que la mitad de los conejos, por lo que la segunda ecuacion es

x
S 4.5.6
y—5=1 (4.5.6)

la cual es equivalente a
2y —x = 2. (4.5.7)

De este modo, resolvemos el sistema de las ecuaciones (??) y (?77?), es decir, el sistema
r—y=1 —x+2y=2.

Para ello, usaremos un método distinto al como hemos resuelto los sistemas anteriores.
Esta vez despejaremos una incégnita de algunas de las ecuaciones y la reemplazaremos
en la otra ecuacion. En este caso, despejamos x de la primera ecuacion, obteniendo que

r =1+ y. Reemplazamos esta expresion en —x + 2y = 2, obteniendo que
—(14+y) +2y=2.

Resolviendo esta ecuacion de primer grado, concluimos que y = 3. De este modo,

xr=1+y =1+ 3 =4. Por lo tanto, hay 4 conejos y 3 jaulas. [
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4.6. Factorizacion.

Consideremos los productos

w 2 (r—1) =2 — 22,

o (2 —4)(z+4) =2 - 16,
w (x—-D(2*+x+1)=2°—-1,

los cuales se obtuvieron multiplicando cada miembro de la izquierda término a término.
Nos preguntamos ahora cémo a partir del miembro derecho de cada una de las
igualdades anteriores, podemos obtener el miembro izquierdo. Es decir, dada una
expresion algebraica consistente en una suma y/o resta de términos, la pregunta es
como podemos expresar ésta como producto de expresiones algebraicas més sencillas.
El proceso de obtencion de este producto, se denomina factorizaciéon de la expresion

algebraica dada.

Definicién 4.6.1. Factorizar una expresion algebraica correspondiente a la suma y/o
diferencia de dos o mds términos, consiste en escribirla como producto de expresiones

algebraicas mds sencillas.

Veamos algunos casos donde se muestra como factorizar de la forma mas eficiente

posible:

s Caso 1: Factor comun:

En la figura, vemos que el rectangulo mayor consiste en dos rectdngulos, uno de

area ac y el otro de area bc. El area total es

ac + be.
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Sin embargo, notamos que los lados del rectdngulo mayor miden a + b y ¢, por lo
tanto su area puede también ser expresada como

cla+0).
Es decir,

ac+be = c(a+0b) (4.6.1)

lo cual no es otra cosa que el axioma correspondiente a la distributividad de
la multiplicacién con respecto a la suma. Sin embargo, observandolo desde otra
perspectiva, la ultima igualdad nos plantea que, dado que ¢ se repite en ambos
términos de la izquierda, entonces podemos colocar un paréntesis, “sacar” a c¢ de
éste, y “dentro” de él dejar los factores de cada término que no se repiten. En este

caso, decimos que ¢ es factor comiin del miembro izquierdo de (?7).

Ejercicio 4.6.1. Factorice:

a) abd + acd + ad.

Solucién. En este caso, la expresion tiene factor comin ad, por lo que su
factorizacion es

ad(b+c+1),

lo cual usted puede comprobar multiplicando ad “hacia dentro” del

paréntesis, es decir usando distributividad.
b) 8x + 12y + 20=.
Solucidén. La expresion anterior es equivalente a
4.-2x4+4-3y+4-5z,
por lo que el factor comin es 4, y la expresion factorizada queda como
42z + 3y + 52).

Note que el primer paso no es necesario, dado que 4 es el maximo comin
divisor entre 8,12 y 20, esto quiere decir que es el mayor factor que se puede

extraer de estos tres ntiimeros.
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c)

122%9° + 18x3y* — 24253,

Solucién. El maximo comin divisor entre 12, 18 y 24 es 6, por lo que 6 es
uno de los factores comunes de esta expresion. Sin embargo, no es el tnico.
Notemos que 22 es la menor potencia de = presente en algin término de la
expresion original. Por otro lado, y® es la respectiva menor potencia de y.

Dejando un 2% y un y* en cada término, nuestra expresion queda como
122%9%° 4 182%xyPy — 24222ty (4.6.2)

De este modo, observando (?7?), el factor comiin es 6z%y>. Asi, la factorizacion
es

62%y> (2y* + 3xy — 42).

Nos podemos ahorrar el paso (??7), notando que los exponentes de las
potencias de = que quedan “dentro” del parentésis, corresponden a restar a

cada exponente original, el exponente del factor comtn en x, andlogamente

para y.

4 . 16
3,6,2 _ 2,43

15xyz 9xyz.

Solucion. En este caso, notamos que el M C'D (méximo comin divisor) entre
los numeradores es 4 y el M C'D entre los denominadores es 3. De este modo,
escogiendo la menor potencia de z, de y y de z presente en la expresion,
obtenemos que su factorizacion es

4 1 4
§$2y422 (gQL’yZ — 52) .



226 CAPITULO 4. NUMEROS REALES Y LENGUAJE ALGEBRAICO.

s Caso 2: Diferencia de cuadrados:

La figura consiste en dos cuadrados, el més grande tiene lados de medida a
unidades, y el mas pequeno, tiene lados de medida b unidades. El area de la
region achurada corresponde a la diferencia entre el area del cuadrado grande y

el area del cuadrado pequeno, es decir, el area es

a’® — b

Sin embargo, si separamos la region achurada en dos rectangulos:

a—>b

vemos que el area del rectangulo superior es a(a — b), y el area del rectangulo

inferior es b(a — b). De este modo, el area achurada también corresponde a

a(a—0b) +b(a—0b).
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Como en esta tltima expresion a — b es factor comun, entonces queda como
(a —b)(a+0b).

Es decir,

a®> —b* = (a+b)(a—b).

Esta igualdad, la podemos interpretar como que la diferencia de los cuadrados de
a'y b (en ese orden), se puede factorizar como la suma de a con b por la diferencia
de a con b, en ese orden. Veamos ejemplos, en los cuales usamos la expresion

obtenida:
Ejercicio 4.6.2. Factorice:
a) 81x? — 1632,
Solucién. Podemos expresar esta resta como la diferencia de cuadrados
(92)" — (4y)",
por lo que su factorizacién es
(97 + 4y)(9z — 4y).

b) z* — 1.
Solucién. La expresion dada es equivalente a
(%) =17,
por lo que corresponde a
(22 + 1)(z* - 1).

Note que el factor 2 — 1 es nuevamente una diferencia de cuadrados, por lo

que la factorizacion final es

(22 + 1)(z + 1) (z —1).
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= Caso 3: Trinomio cuadrado perfecto

En la figura, vemos un cuadrado de lado a + b, por lo que su area corresponde a
(a+b)>.

Sin embargo, esta figura puede ser descompuesta en un cuadrado de lado a, dos
rectangulos, cada uno de lados a y b, y un cuadrado de lado b. De este modo,
el area de la figura completa también corresponde a la suma de las areas de las

subfiguras mencionadas, es decir a
a® 4 ab+ ab + b?,
la que puede ser expresada como
a® + 2ab + b2
Es decir, obtenemos que

(a+b)? = a®+ 2ab+ V2. (4.6.3)

Esta igualdad se puede interpretar como que el cuadrado de la suma de a y b

corresponde a:

e el primer término al cuadrado, o sea a2,

e més dos veces el primer por el segundo término, es decir, 2ab,

e mis el segundo término al cuadrado, o sea b?.
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Esta formula nos permite calcular potencias tales como 172, notando que

172 = (10472 =10>+2-10-7+ 7%

O sea,

172 = 100 + 140 + 49 = 2809,

Note también que, simplemente multiplicando, podemos obtener que

(a—b)* = (a—b)(a—b) =a®>—2ab+ 7, (4.6.4)

expresion que es bastante similar a la del desarrollo de (a + b)z, y que solo difere

de él en el signo del segundo término. Ahora factorizaremos algunos trinomios

que son cuadrados perfectos, en virtud de (??) y (?7?).

Ejercicio 4.6.3. Factorice

a)

2?2 + 6x + 0.

Solucién. Al observar el primer y tltimo término, notamos que éstos
corresponden al cuadrado de x y al cuadrado de 3, respectivamente. Més
atn, el término central corresponde a doble de 3z, por lo que este trinomio

corresponde a un cuadrado del binomio y su factorizacion es
2
(x+3)".

x* — 82 + 16.

Solucién. El primer término corresponde al cuadrado de 22 y el tercero al
cuadrado de 4. Por otro lado, el término central corresponde al opuesto de

2-4- 2% por lo que este trinomio corresponde a

Observamos que z2 — 4 es una diferencia de cuadrados, por lo que la

factorizacion final es

(x4 2)*(z — 2)°.
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Caso 4: Trinomios de la forma z? + bz + ¢ (algunos casos):

Vemos que al efectuar la multiplicacion
(x+5)(x +4)
obtenemos el polinomio
2 4 9z + 20,

donde el coeficiente de x, el cual es 9, corresponde a la suma 5 + 4, y el término

independiente de x, el cual es 20, corresponde al producto 5 - 4.

En general, si queremos factorizar un trinomio de la forma x? + bx + ¢, de modo

que quede expresado de la forma
(z+e)(z+f),

entonces debemos encontrar los nimeros e y f de modo que su multiplicaciéon
corresponda a ¢ (el término independiente de x), y su suma corresponda a b (el

coeficiente de x).

Ejercicio 4.6.4. Factorice:

a) 2+ 5z + 6.

Solucién. Debemos encontrar dos nimeros que multiplicados nos dé 6, y
que sumados nos dé 5. Estos ntimeros son 2 y 3, por lo que su factorizacion

es

(x 4+ 2)(x + 3).
b) z*+ 5z — 6.

Solucién. Debemos encontrar dos nimeros que multiplicados nos dé —6 y

que sumados nos dé 5. Estos son 6 y —1, por lo que su factorizacion es

(x +6)(z—1).
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¢) z* — 17z + 60.

Solucién. Debemos encontrar dos nimeros que multiplicados nos dé 60
(como 60 es positivo, los niimeros que buscamos deben ser del mismo signo)
y sumados nos dé —17 (entonces ambos deben ser negativos). Estos son —12

y —5, por lo que factorizacion es
(x —5)(x — 12).
O

Caso 5: Trinomios de la forma az® + bz + c con a # 0 y a # 1 (algunos casos):

Veamos inmediatamente un ejemplo:
Ejercicio 4.6.5. Factorice el trinomio 4x* + Tx — 2.

Solucién. Para factorizar este trinomio, en primer lugar, lo multiplicamos y

dividimos por 4, el cual es el coeficiente de 2. De este modo,

1622 + 282 — 8
4

4 + e — 2 =

El numerador del miembro derecho, lo expresamos como un trinomio de la variable

4x, quedando como

1622 + 28z —8  (4z)” + 7(4x) — 8

4 n 4

y luego lo factorizamos como tal. Para tal efecto, buscamos dos niimeros que
multiplicados nos dé como resultado —8 y que sumados nos dé 7, los cuales son 8

y —1. De este modo, la factorizacion es

(4z)* + 7(4x) — 8 _ (4dx + 8)(4z — 1)

4.6.5
1 1 (4.6.5)
Por lo tanto, de las igualdades anteriores se deduce que
4z 4+ 8)(4x — 1 4 2)(4x — 1
PRI P G )l Gl B )| G S VP

4 4
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Observacién 4.6.1. Consideremos un trinomio de la forma az? + bx + ¢ con
a # 0y a # 1. Para factorizarlo, en caso que sea posible, en primer lugar
lo multiplicamos y dividimos por el coeficiente de 22, es decir por a. En
segundo lugar, formamos un trinomio de la variable ax en el numerador, el cual
factorizamos. Finalmente, extraemos factores comunes del numerador, de modo

que el a del denominador se cancele, obteniendo la factorizacién final.

Caso 6: Diferencia y suma de cubos:

En la figura podemos apreciar un cubo de arista a unidades, y dentro de él, un
cubo mas pequeno de arista b unidades. Si queremos obtener el volumen del sélido
achurado, entonces éste corresponde al volumen del cubo mayor menos el volumen

del cubo menor, es decir, su volumen corresponde a
a® — b
Sin embargo, también podemos obtener este volumen, separando la region en 3

paralelepipedos:




4.6. Factorizacion. 233

Note que

e ¢l paralelepipedo de la derecha, tiene volumen a?(a — b).
e el paralelepipedo de la izquierda y adelante, tiene volumen b*(a — b).

e ¢l paralelepipedo de la izquierda y atras, tiene volumen ab(a — b).
De este modo, el volumen del cubo también puede ser expresado como
a*(a — b) + ab(a — b) + b*(a — b). (4.6.6)
Como en (7?), a — b es factor comiin, entonces esta expresion queda como
(a —b)(a® + ab+ b?).
Es decir, obtenemos la igualdad
a® — b = (a—b)(a® + ab + b?), (4.6.7)

la cual nos dice que la factorizacion de la diferencia entre el cubo de a y el cubo
de b, corresponde a la diferencia entre ambos términos a y b, multiplicada por

2

un trinomio consistente en el cuadrado del primer término, es decir a®, méas el

producto de ambos términos a y b, y mas el cuadrado del segundo término, es

decir b2
Queremos factorizar a® + b3. Note que
a® +b* = a® — (—b)?,

por lo que a® +b? se puede entender como una diferencia de cubos. De este modo,

como

entonces

a® +b* = (a+ b)(a® — ab+ b?). (4.6.8)
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Comparando (??) con (?7), vemos que cuando factorizamos la suma de cubos
a® + b, en el primer factor hay una suma a + b, y el segundo factor a® — ab + b?
tiene segundo término negativo. En cambio en la diferencia de cubos a® — b2, en
el primer factor hay una diferencia a — b, y el segundo factor a? + ab + b? tiene

segundo término positivo.
Ejercicio 4.6.6. Fuactorice:

a) x®+ 27.

Solucién. Note que la expresion dada corresponde a la suma del cubo de x

con el cubo de 3. De este modo, su factorizacion es
(z +3)(2* — 3z +9).

b) z3 — 1.

Solucién. Note que la expresion dada corresponde a la diferencia entre el

cubo de z y el cubo de 1. De este modo, su factorizaciéon corresponde a

(z —1)(z® + 2+ 1).
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= Caso 7: Polinomio cubo perfecto

En la figura, observamos un cubo cuya arista mide a+b. De este modo, su volumen
es

(a+b)°.

Sin embargo, este cubo puede ser descompuesto en cubos y paralelepipedos:

los cuales son:

e ¢l cubo de atrés, el cual tiene volumen a®.

e los tres paralelepipedos, cada uno de volumen a?b.
e los tres paralelepipedos, cada uno de volumen ab?.
e ¢l cubo de adelante, el cual tiene volumen b°.
De este modo, tenemos que el volumen del cubo completo, también puede ser

expresado como

a® + 3a®b + 3ab® + b?,
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por lo que obtenemos la igualdad
(a +b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
En esta expresion, a la derecha tenemos que
e En los términos que estan en los extremos aparece cada término al cubo, en

este caso a® y b3,

e Las potencias del primer término, en este caso a, van decreciendo de izquierda

a derecha.

e Las potencias del segundo término, en este caso b, van creciendo de izquierda

a derecha.

e Los términos centrales tienen coeficiente 3.

Note también que, simplemente realizando la multiplicacién, obtenemos que
(a—b)® = (a—b)(a—b)(a—b) =da®— 3a’b + 3ab® — b°.

Esta tltima expresion tiene un desarrollo muy similar al de (a + b)3, pero difiere
de ¢l en el hecho que los signos + y — de los coeficientes van apareciendo en
forma alternada, partiendo por +. Factorizamos ahora algunas expresiones que

son cubos perfectos.
Ejercicio 4.6.7. Fuctorice:

a) a3+ 62 + 122 + 8.

Solucién. Vemos que los términos ubicados en los extremos corresponden
al cubo de x y al cubo de 2. Los términos centrales corresponden a 3 - 2 - 2

y 3 - 22 . x respectivamente. De este modo, la expresion es el cubo perfecto

(x +2)°.
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b) 23 — 32% + 3z — 1.
Solucién. Los términos ubicados en los extremos corresponden al cubo
de z y al cubo de 1. Los términos centrales corresponden a 3 -1-22y
3-12 . x respectivamente. Los signos de los coeficientes se presentan en forma
alternada, partiendo por +. De este modo, la expresion corresponde al cubo

del binomio

(z —1)°.

4.7. Operaciones con fracciones algebraicas.

4.7.1. Suma y resta de fracciones algebraicas.

Para sumar o restar dos fracciones algebraicas con distinto denominador, transfor-
mamos primero ambas fracciones en fracciones que tengan el mismo denominador y

luego operamos, tal como lo hicimos con las fracciones numéricas.

Ejercicio 4.7.1. Realice la suma

2 3

+3
x—3+x+3’ TF

Solucioén. Queremos obtener fracciones equivalentes a cada uno de los sumandos, de
modo que estas nuevas fracciones tengan el mismo denominador. El denominador comtn
escogido sera simplemente el producto de los denominadores, es decir (x — 3)(z + 3).

Note que
2 2 z+3  2x+3)  20+6

t—3 2-3 z+3 (z-3)(z+3) 22-09

3 3 xz-3_  3&-3  3x-9
r+3 z+3 -3 (z+3)(x—-3) 22-9

De este modo,
2 3 2r4+6 3xr—9 br—3
+ = + = .
r—3 x+3 22-9 22-9 22-9
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Veamos otro ejemplo

Ejercicio 4.7.2. Obtenga la resta

2 1
— 5, T# 1
r—1 (z-1)

Solucién. Queremos que ambas fracciones que se resten tengan el mismo denominador.
. . . 2

Para tal efecto, dejamos ambas fracciones con denominador (z — 1)” (que en este caso, es

aquel denominador que tiene mayor exponente). Es decir, es solo necesario transformar

la primera fraccién en una fraccion equivalente. En efecto,

2 2 z-1 2z-1) 2v-2

1’—1_33—1‘(%—1_(1'—1)2 (z—1)
De este modo,

2 1 20 — 2 1 20 — 3

=1 @-1)° @-1° @-1) (z-1°

4.7.2. Multiplicacién y divisién de fracciones algebraicas.

Para multiplicar o dividir fracciones algebraicas, se procede de la misma forma que

se realizan estas operaciones con fracciones numéricas. Veamos los siguientes ejemplos:

Ejercicio 4.7.3. Opere las siguientes fracciones algebraicas, y simplique lo mds posible

cada expresion obtenida:

32 —2x —1 2
4z + 4 z—1

a) , x # +1.

Solucién. Antes de multiplicar, factorizamos el numerador y denominador de
cada fraccion, seglin sea necesario. Para factorizar 3z2 — 2z — 1, lo multiplicamos

y dividimos por 3, obteniendo finalmente que

372 —2r — 1= (v —1)(3x + 1).
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Asi, nuestra multiplicacién queda como

302 —2r—1 2 (z—1)(Bx+1) 2

4x + 4 r—1 4(z+1) z—1

Multiplicamos ahora numerador con numerador, y denominador con denominador,

tal como en las fracciones numeéricas, obteniendo que

312 —2r—1 2 2@—-1)3Bz+1)
dx + 4 r—1 4+ 1)(z—1)

Note que tanto en el numerador como en el denominador dejamos expresada la

multiplicacion, para luego poder simplificar los factores repetidos. Asi,

302 —2x—1 2 2@—-1)Bx+1) 3z+1 3z+1
4x + 4 r—1 4d@z+Dx—-1) 2x+1) 20+2

donde la tdltima fracciéon es irreducible, es decir, no tiene factores comunes en el

numerador y denominador.

36

2

x

3 X 7£ 0.

x

48

Solucién. Procedemos con esta division igual que con fracciones numéricas.

Tenemos que

36

22 36 x3

x> x? 48

48
Dado que al efectuar la multiplicacién de la derecha se simplificaran los factores
comunes que aparecen “arriba’ y “abajo” en la fraccion resultante, entonces

podemos simplificar cruzado antes de realizar tal multiplicacién, y luego la

hacemos. Asi

36
22 36 x3_2 T 2x
¥ x2 48 1 3 3
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4.8. Ecuaciones de segundo grado.
Ejemplos: Algunas ecuaciones de segundo grado, o ecuaciones cuadraticas, son
w22 —4=0
w 2?2 — 4 =0
w 22+ 50 +6=0
» 202 —8r+7=0

Definiciéon 4.8.1. Sean a,b y ¢ numeros reales, con a # 0. Una ecuacion cuadrdtica
es una ecuacion de la forma

ar® +br +c=0.
Dada una ecuacion cuadratica, nos planteamos preguntas como
» ;como podemos determinar sus soluciones? ;Existe una tnica forma?
= ;cudntas soluciones reales tiene a lo méas?
= ;siempre tiene al menos una solucién?

Para responder estas preguntas, resolvemos primero las ecuaciones cuadraticas mas

bésicas, usando la proposicion:
Proposicion 4.8.2. Sean x e y numeros reales. Se tiene que
zy=02=0V y=0.

Observacion 4.8.1. Es decir, el producto de dos ntiimeros reales es 0, si y s6lo si, al

menos uno de ellos es 0.

Ejercicio 4.8.1. Considere la ecuacion cuadrdtica

22 —5x+6=0.
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Al factorizar su miembro izquierdo, obtenemos la ecuacion equivalente

(x —3)(x—2)=0.

241

a) Observando esta dltima ecuacion ;qué podemos concluir acerca de v —3 y x — 27

Solucién. Como (z —3)(x —2) = 0, entonces de la tltima proposicién obtenemos

que

zr—3=0V xz—2=0.

b) ¢Cudles son las soluciones de la ecuacion x* —5x +6 =07
Solucién. De a), tenemos que

» six —3 =0, entonces r = 3.

= siz—2 =0, entonces r = 2.

De este modo, el conjunto solucion de la ecuacion es S = {2, 3}.

Ejercicio 4.8.2. Considere la ecuacion

22 — 9z — 84 = 0.
Resuélvala usando factorizacion y la ultima proposicion.
Solucién. Note que

7 —8r -84 =0« (v —14)(x +6) =0
Sr-14=0V 2+6=0

S r=14 VvV x = —6.

De este modo, su conjunto solucion es S = {—6,14}.

[]

Veamos ecuaciones cuadraticas, para las cuales el coeficiente de 22 no es 1. ;Coémo

resolverlas?
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Ejercicio 4.8.3. Considere la ecuacion cuadrdtica

20> —3r —5 =0.
St multiplicamos por 2 esta ecuacion, obtenemos la ecuacion equivalente

(22)% — 3(2x) — 10 = 0.

a) Si hacemos el cambio de variable u = 2z jque ecuacion obtenemos?
Soluciéon. Obtenemos la ecuacion

u?—3u—10=0.

b) sCudles son las soluciones de la ecuacion obtenida en a)?

Solucién. Factorizando en la dltima ecuacion, obtenemos que sus soluciones son

u=>50u=-—2.

¢) Deshaciendo el cambio de variable en las soluciones obtenidas en b), ;Cudles son

las soluciones de la ecuacion 20%2 — 3z —5 =079

Solucién. Note que

» Si u =75, entonces 2z = 5, de donde z = 2.

[\

= Siu=—2, entonces 2x = —2, de donde x = —1.

Por lo tanto, S = {—1,3}. O

Ejercicio 4.8.4. Considere la ecuacion
32° =22 —-5=0

Resuélvala usando un cambio de variable.
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Solucién. Multiplicando por 3 la ecuacion, obtenemos
(3x)* — 2(3z) — 15 = 0.
Luego, si hacemos u = 3z, obtenemos la ecuacion
u? —2u — 15 = 0.

Si factorizamos en la ecuacion anterior, vemos luego que sus soluciones son u = 5 o

u = —3. De este modo, deshaciendo la sustitucion, obtenemos que
3r =5V 3xr= -3,

de donde

es decir, S = {g,—l}. O
Veamos algunas ecuaciones cuadraticas en las cuales no es posible factorizar.
Ejercicio 4.8.5. Considere la ecuacion cuadrdtica
22 —6x+7=0

la cual es equivalente a

2+ 6z = —7 (4.8.1)

a) ;Qué nimero debemos sumar a ambos lados de la ecuacion (7?), de modo que el
miembro izquierdo sea un trinomio cuadrado perfecto? ;Cudl es la nueva ecuacion

obtenida?

Solucién. Note que en este caso, 6x corresponderia a 2 veces el producto entre

el primer término z y el segundo término. Por lo tanto, el segundo término es

6
- =3
2
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Asi, el nimero que debemos sumar corresponde a 32, es decir a 9. De este modo,

sumando 9 en ambos miembros, obtenemos que
2?4624+ 9=2,
ecuacion que es equivalente a
(z+3)° =2.
s Cudles son las soluciones de la ecuacion 2> — 6z +7 =07

Solucion. De la ecuaciéon

(z+3)* =2,

deducimos que

T +3==+V2,

de donde las soluciones de la ecuacion son

x:—3+\/§ V x:—S—\@.

Asi,
S={-3+v2,-3-v2}

Observacion 4.8.2. En el proceso en el cual se suma un valor en una ecuacion, de modo

que una expresion de ésta se transforme un trinomio cuadrado perfecto, se denomina

completacién de cuadrado.

Ejercicio 4.8.6. Considere la ecuacion

22 —8r+11=0

Resuélvala usando completacion de cuadrado.
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Solucidén. La ecuacion es equivalente a
z? — 8xr = —11.

Debemos transformar 22 —8z en un trinomio cuadrado perfecto. Como —8z es el término
central, el cual correspondera a 2 veces x por el segundo término, entonces el segundo
término es

— =4
2

De este modo, el nimero que debemos sumar es (—4)? = 16, y asi, nuestra ecuaciéon
queda como

22 —8r +16 = —11 + 16.

Es decir,

(x—4)° =5,

por lo que

x—4::l:\/5.

De este modo, las soluciones son

x:4j:\/g,

y asi

S={4+V54— 5}

]

Observacion 4.8.3. Como hemos visto, para completar cuadrado del binomio en una
ecuacion, debemos obtener el segundo término del binomio, y luego elevarlo al cuadrado,
valor que sumamos en ambos miembros de la ecuacién dada. El segundo término del
binomio, puede ser obtenido simplemente dividiendo por 2 el coeficiente de x (o de la
incognita, cualquiera sea la letra que se use) en la ecuacion original, dado que el término

en x corresponde a 2 veces z por el segundo término del binomio.
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Ejercicio 4.8.7. Resuelva la ecuacion
20° — 10z + 7 =0,
usando un cambio de variable y luego completando cuadrado.
Solucién. Multiplicamos por 2 la ecuaciéon dada, y obtenemos la ecuacion
(22)* — 10(2z) + 14 = 0. (4.8.2)

Haciendo u = 2z, obtenemos

u? — 10u = —14. (4.8.3)

Completamos cuadrado del binomio en el miembro izquierdo de (?7), notando que el

segundo término del binomio es

por lo que debemos sumar (—5)° = 25, en ambos miembros de (??). Asi, la ecuacion

equivalente que obtenemos es
u? — 10u + 25 = 11,
la cual puede ser expresada como
(u—>5)" =11, (4.8.4)
de donde u = 5 + v/11. Deshaciendo la sustitucion, obtenemos que

2z = 54 V11,

por lo que, las soluciones son

—_

&

I
B | O
He

Es decir, el conjunto soluciéon es

™

—_
DO | Ot
—_

DO | Ot
+

_}.
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Ejercicio 4.8.8. Sean a,b y ¢ nimeros reales, con a # 0. Resuelva la ecuacion

ar? +br 4+ ¢ =0,
usando un cambio de variable, y luego completando cuadrado.
Solucién. Multiplicamos por a la ecuacién dada, y obtenemos

(az)? 4 b(az) + ac = 0. (4.8.5)

Haciendo u = ax, se tiene que

u* + bu + ac = 0. (4.8.6)
Restando ac, obtenemos la ecuacion

u? + bu = —ac.

Para completar cuadrado, notamos que el segundo término del binomio es %, por lo que

2 . : 2
sumamos bz en ambos miembros de la ecuacion, de modo que
9 b  b? — 4ac
w by — = ————
4 4

Esta expresion es equivalente a

De este modo

O sea,
—b+Vb? — dac
5 .

u =

Como u = ax, obtenemos que las soluciones de la ecuacién cuadratica az?® 4+ bx +c =0

son

B —b+ Vb? — 4dac

2a

T
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Teorema 4.8.3. Sean a,b y c numeros reales, con a # 0. Las soluciones de la ecuacion

cuadrdtica

az® +br +c=0 (4.8.7)

vienen dadas por
_ —bE Vb —4ac

o (4.8.8)

T
De este modo

» si b2 — dac > 0, entonces la ecuacion cuadrdtica tiene dos soluciones reales

distintas, las cuales son

o —b+Vb?% — 4dac Vo —b—/b? —4ac

2a 2a

» si b2 — 4ac = 0, entonces la ecuacion cuadrdtica tiene una inica solucion real, la

cual es
—b

= —.
2a

» 50 b? — 4ac < 0, entonces la ecuacion cuadrdtica no tiene soluciones reales.
Observacion 4.8.4. La expresion b —4ac recibe el nombre de discriminante de (77).
Veamos algunas aplicaciones:

Ejercicio 4.8.9. Considere la sucesion de figuras

a) ¢Cudntos puntos tiene la figura que estd en la n-ésima posicion?

Solucién. Para contar los puntos de cada figura, lo podemos hacer multiplicando
su ntmero de filas con su nimero de columnas. En general, cada figura tiene 1
columna mas que el nimero de filas, es decir, la n-ésima figura tiene n filas y n+41
columnas. De este modo, la figura que estd en la n-ésima posicion tiene n(n + 1)

puntos.
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b) ¢FEziste alguna figura en esta sucesion que tenga 380 puntos? Si es asi, ;En qué

posicion de la secuencia estd?

Solucién. Supongamos que la figura que estd en la n-ésima posicion tiene 380
puntos, para un valor de n por determinar. En este caso, n debe satisfacer la

ecuacion

n(n+ 1) = 380 < n® +n — 380 = 0.

Para resolver la iltima ecuaciéon buscamos factorizar, notando que 380 = 20 - 19.

De este modo, la ecuacién queda como
(n+20)(n —19) =0,

y sus soluciones son n = —20 o n = 19. Como n debe ser un niimero natural,
entonces existe una figura de la secuencia que tiene 380 puntos, y corresponde a

la que esta ubicada en la posicion 19. O

Ejercicio 4.8.10. La temperatura T a la que hierve el agua, depende de su altura h

con respecto al nivel de mar. Las magnitudes h y T estan vinculadas por la formula
h = 1000(100 — T") + 580(100 — T)2 (4.8.9)

para 95 < T < 100. ;Cudl es la temperatura a la que hierve el agua en la cima del

monte Fverest, esto es, a 8840 metros de altura? Use calculadora.

Solucion. En este caso, en virtud de la relacion (?7), debemos resolver la ecuacion
580(100 — T)* + 1000(100 — T') = 8840.
Hacemos el cambio de variable © = 100 — 7', obteniendo

580u® + 1000w — 8840 = 0,

la cual es equivalente a

2902 + 50u — 442 = 0.
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En esta tdltima ecuaciéon, a = 29, b = 50 y ¢ = —442. De este modo, usando la formula

(77?), tenemos que sus soluciones son

=50+ /502 +4-29 - 442
B 58 '

u
O sea, usando calculadora,
u =~ 3,13 0 u~ —4,86.

Haciendo 100 — T' = u, obtenemos que
T ~ 96,87 0o T ~ 104,86.

Como el modelo planteado es para 95 < T < 100, entonces, en la cima del monte

Everest, el agua hierve a casi 97 grados Celsius. [

Ejercicio 4.8.11. Un bote con turistas recorre un rio. Recorre 15 km rio arriba y
luego retorna al mismo punto de partida, demorando en total 3 horas. La rapidez de la

corriente del rio es de QkTm.

a) ¢Cudl es la rapidez del bote? Use calculadora.

Solucién. Sea x la rapidez del bote. Note que la rapidez de recorrido esta

influenciada por la rapidez de la corriente. En efecto,
= La rapidez de recorrido rio arriba es x — 2, dado que la corriente va en contra
del barco.
» La rapidez de recorrido rio abajo es x + 2, dado que la corriente va a favor
del barco.

El cuociente:

= entre la distancia recorrida a la ida y la rapidez de recorrido de ida, nos da

el tiempo de ida, el cual corresponde a la expresion

15
xr—2
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= entre la distancia recorrida a la vuelta y la rapidez de recorrido de vuelta,

nos da el tiempo de vuelta, el cual corresponde a la expresion

15
x+2

Como el bote se demoro en total 3 horas, entonces tenemos la ecuacion

15 n 5
r—2 r+2

Multiplicando la ecuacion obtenida por (x — 2)(x 4 2), obtenemos la expresion
30x = 3(2* — 4),

de donde se deduce la ecuacion cuadratica
2?2 —10x —4 =0,

en la cual a = 1,b = —10,c = —4. De este modo, sus soluciones vienen dadas por

101\/(—10)2—4-1-(—4)
e 2.1 ’

O sea, Son

r=95=EV29.

Asi,
r=103 02 =-0,3

Como el bote va avanzando, entonces esta corresponde a 10,3’“7’“.
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b) sCudnto tiempo demord el bote a la ida y cudnto demord a la vuelta? Use

calculadora.

Solucién. Recordemos que si = es la rapidez del bote, entonces el tiempo de ida

viene dado por

15
x—2
y el tiempo de vuelta por
15
r+2
Reemplazando z = 10,3 en cada una de estas expresiones, obtenemos que el
tiempo de ida es de
1,8 horas,

es decir, aproximadamente 1 hora y 48 minutos, y el tiempo de vuelta es de
1,21 horas,

o sea, aproximadamente 1 hora y 12 minutos. O
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4.9. Orden en R.

Consideremos las siguientes situaciones:

= José y Juanito se subieron a un arbol a sacar manzanas. José sacé 3, y Juanito

sacO 1. Por simple observacion, vemos que José sac6 mas manzanas:

Manzanas de José Manzanas de Juanito

Este es un ejemplo de que 3 es mayor que 1.

= Una madre reparti6 una pizza entre sus hijos Daniela y Matias. Dado que tenfan
mucho apetito, a Daniela le di6 la mitad de la pizza, y a Matias la tercera parte

de la pizza. Vemos que a Daniela le di6 més pizza:

15,

Lo que comi6 Daniela Lo que comi6é Matias

Aqui se ejemplifica que % es mayor que %

= En una manana de Concepcion, la temperatura fue de 4° bajo cero, Esa misma
manana, pero en Temuco, a la misma hora, la temperatura marcé 1° bajo cero.
Evidentemente en Temuco hacia menos frio, dado que la temperatura estaba més

cerca de 0°. Esta situacion ejemplifica que —1 es mayor que —4.

= Para ir de la casa de Carlitos a la escuela, Carlitos debe recorrer 1 km hacia el
este y luego 1 km hacia el norte. Si se construyera una calle en linea recta que une
la casa de Carlitos y la escuela, entonces, por el Teorema de Pitagoras, la nueva

distancia seria de v/2 metros:
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Escuela
V2 km 1 km
Casa Carlitos 1 km

Por otro lado, para ir la casa de Javiera a la misma escuela, ella debe recorrer
1 km hacia el este y luego 2 km hacia el norte. Evidentemente que su casa esti
mas lejos de la escuela que la casa de Carlitos. Si se construyera una calle en
linea recta que une la casa de Javiera y la escuela, entonces, por el Teorema de

Pitagoras, la nueva distancia seria de v/5 metros:

Escuela
3

V5 km 2 km

Casa Javiera 1 km

Este ejemplo muestra que V5 es mayor que V2.

El hecho que un nimero = es mayor que otro nimero y, es simbolizado como = > .

Cuando esto ocurre, entonces x esta posicionado a la derecha de y en la recta numérica:

Acabamos de ejemplificar que
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lo cual se aprecia en la siguiente recta numérica:

—e < ® ® oo —0—o oo o
—4 -3 -2 -1 0 11 1 V2 25 3
32

Formalizaremos ahora el hecho que un niimero x es mayor que otro y:

Definicion 4.9.1. Distinguiremos en R un subconjunto no vacio R™, el cual llamaremos

conjunto de los numeros reales positivos, tal que:
s Tricotomia. Para cualquier v € R se verifica una y sdlo una de las proposiciones:
reRtYV -z eR"Vz=0,
(es decir, el nimero es positivo, o su opuesto es positivo o el nimero es cero).

» Para todo x,y € RT se tiene que x +y € R (es decir, cada vez que sumamos dos

nimeros reales positivos, se obtiene un numero real positivo).

» Para todo x,y € RT se tiene que xy € RY (es decir, cada vez que multiplicamos

dos numeros reales positivos, se obtiene un numero real positivo).
De este modo:
Definicién 4.9.2. En R se define la relacion mayor que, simbolizada por >, como
Ve,yeR, z>yex—y R,
También se escribe y < x.

Observacion 4.9.1. Es decir, un nimero real es mayor que otro, cuando su diferencia

es un nimero positivo.
Observacion 4.9.2. Note que
reRTer-0€R" &2 >0,

por lo que los niimeros positivos son todos aquellos niimeros reales que son mayores que

0.
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Definiciéon 4.9.3. El conjunto de los nimeros reales negativos, denotado como R,

se define como

R ={reR:—-zeR}.

Observacién 4.9.3. Es decir, un ntmero real x es negativo, si solo si, su opuesto
aditivo —z, es un nimero positivo.

Luego,

reER & —2>0
S0—2>0

<z < 0.

De este modo, los nimeros reales negativos son todos aquellos niimeros reales que son

menores que 0.

Definiciéon 4.9.4. Definimos en R la relacion mayor o igual que, simbolizada por >,
como

Ve,yeRx>ysr>yVe=y.

Veamos algunas propiedades de orden, las cuales serdn la base para resolver

inecuaciones:

Ejercicio 4.9.1. Considere los segmentos de longitud a y b, respectivamente

donde claramente a < b. Agregamos en el extremo derecho de cada segmento dado un

segmento de longitud c:



4.9. Orden en R. 257

a) ¢Cudl es la longitud de cada nuevo segmento?

Solucién. Las nuevas longitudes son a +cy b+ c.

b) ¢Cudl de los dos nuevos segmentos mide mds?

Solucién. Mide méas el segmento que mide b + c¢. Note que esto nos permite

concluir, que si a,b,c > 0, se tiene que

a<b=a+tc<b+te

En general, tenemos que
Proposicion 4.9.5. Sean a,b y ¢ nimeros reales.
a<beat+tc<b+e

Observacion 4.9.4. Es decir, si en ambos miembros de una desigualdad, sumamos o

restamos el mismo ntmero, entonces el sentido de la desigualdad se mantiene.
Proposicién 4.9.6. Sean a,b y ¢ nimeros reales. Si ¢ > 0, entonces
a<b<s ac < be.

Observacion 4.9.5. Es decir, si multiplicamos o dividimos ambos miembros de una

desigualdad por un ntimero positivo, el sentido de la desigualdad se mantiene.
Proposicién 4.9.7. Sean a,b y ¢ numeros reales. Si ¢ < 0, entonces
a<b= ac>bc.

Observacion 4.9.6. Es decir, si multiplicamos o dividimos ambos miembros de una

desigualdad por un ntimero negativo, el sentido de la desigualdad cambia.

Proposicion 4.9.8.

Ve,ye R:azy >0 (z>0Ay>0)V(e<0Ay<0)
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servaciéon 4.9.7. Es decir, el producto de dos niimeros reales es positivo, y si s6lo

si, ambos son positivos 0 ambos son negativos (o sea, si ambos nimeros tienen el mismo

signo). También es valido que

Ve,yeR:zy >0 (2>0Ay>0) V(e <0Ay<0).

Proposicion 4.9.9.

Ob

Ve,yeR:zy <0< (2>0Ay<0)V(z<0Ay>0).

servacion 4.9.8. Es decir, el producto de dos niimeros reales es negativo, si y solo

si, uno es negativo y el otro es positivo (o0 sea, si los nimeros tienen distinto signo).

También es valido que

<0< (z>0Ay<0)V(x<0Ay=>0).

4.9.1. Intervalos.

Ejemplos:

s [—1,2], el cual es el conjunto de todos los nimeros reales z tales que —1 < z < 2:

/]

—1 2

A este intervalo pertenecen nimeros reales tales como —1, 07% y 2, entre otros.

] [—%7 3 [, el cual es el conjunto de todos los nimeros reales x tales que —% <z<3:

Note que este intervalo no tiene un mayor elemento.
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» |4, +00[, el cual es el conjunto de todos los nimeros reales x tales que x > 4:

AN

4

Note que este intervalo no tiene un menor ni un mayor elemento.

Definicién 4.9.10. Un subconjunto I de R se denomina intervalo si
para todo c,d, e € R,

c,del N c<d<e=del.

Observacion 4.9.9. Es decir, un intervalo es un conjunto que cumple que cualquier

nimero que esta entre dos elementos de él, también pertenece a este conjunto.
Sean a,b € R. Tenemos los siguientes tipos de intervalos:

w a0 ={reR:a<z<b}

™~

(=)

w g, bf={reR:a<z<b}

™~

> C

v o, b ={r eR:a <z <b}

™

(=)
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w Ja,b={reR:a<z<b}

v g, +oo[={reR:a<x}

- O——

A

a

» Ja, 400 ={r€R:a <z}

v |—o0, bl ={reR:z<b}

» oo, b[={reR:z < b}

> C
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Ejercicio 4.9.2. Obtenga el intervalo

a)

de todos los numeros reales que son mayores a .

Solucién. Para entender mejor lo que nos piden, podemos graficar el intervalo

pedido:

ot O———

donde el 5 es simbolizado con un circulo blanco, dado que en este caso no se esta

considerando. De este modo, el intervalo pedido es I = |5, +00.

de todos los numeros reales que son a lo mds —2.

Solucidén. Graficamente el intervalo corresponde a

—2

donde —2 es simbolizado con un circulo negro, dado que en este caso se esta

considerando. De este modo, el intervalo es I = |—o0, —2].

de todos los numeros reales que son a lo menos % Y que son menores que 2, Yy

luego mencione a lo menos 4 elementos de este intervalo.

Solucién. Gréaficamente, este intervalo corresponde a

|

N4

2

De este modo, I = [%,2[. Algunos elementos de este intervalo son, en notacién

decimal, 0,5; 1; 1, 5; 1,55. O
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4.10. Inecuaciones.

Ejemplos: Algunas inecuaciones son

2c0+1>5

n 22 <4

22— 17 +60<0

2¢ — 1
r+5 —
T T
n <
r—3  x+1

Definicién 4.10.1. Una tnecuacion es una desigualdad en la que intervienen una o

mds ncognitas.
Nosotros estudiaremos inecuaciones de 1 sola incognita.

Definiciéon 4.10.2. Un ndmero real xq es solucion de una inecuacion de la incognita
x, st al reemplazar xo por x en la inecuacion dada, se obtiene una desigualdad que
es verdadera. El conjunto de todos los valores de x que satisfacen una inecuacion, se

denomina conjunto solucion de ésta.
Veremos ahora cémo obtener el conjunto solucién de una inecuacion:

Ejercicio 4.10.1. Resuelva las siguientes inecuaciones:

a) 2z 41> —5.

Solucién. Esta es una inecuacién de grado 1, dado que el mayor exponente al
que aparece elevado la incognita x es 1. Para resolverla, intentaremos despejar
x del miembro izquierdo de la desigualdad. De este modo, restamos 1 en ambos

miembros de

2z + 1> —5,
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obteniendo

2x > —6.

Ahora dividimos por 2 la dltima inecuacioén, teniendo la certeza que como 2 > 0,

el sentido de la desigualdad no cambia. Obtenemos asi que
T > —3.
De este modo, el conjunto solucion es S = [—3, +oo[. Note que, por ejemplo

= El valor x = 0 pertenece al conjunto solucién. Si lo reemplazamos en nuestra

inecuacion, obtenemos que

2:0+1=1

v

_5,

lo cual es verdadero.

s El valor x+ = —4 no pertenece al conjunto soluciéon. Si lo reemplazamos en

nuestra inecuacion, obtenemos que
2-(-4)+1=-7> -5,

lo cual es falso.

b) —2z+1> —5.
Solucién. Intentamos despejar x en
—2x+1> 5.

Restando 1, obtenemos

—2x > —0.

En la ultima inecuacién, usualmente primero se multiplica por —1, para que el
coeficiente de x quede positivo. En este caso, el sentido de la desigualdad se
invierte, obteniendo

2x < 6.
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Ahora dividimos por 2, y nos queda
x < 3.

De este modo, el conjunto solucion es S = |—o0, 3[.

x? > 16.

Solucién. Algin estudiante pudiera extraer raiz cuadrada en ambos miembros
de la inecuacion, y bajo el razonamiento que V22 = z, obtendria la desigualdad
x > 4, de donde S = ]4, 4+00]. Sin embargo, x = —8 no pertenece a Sy satisface la
inecuacion. Por lo tanto, este razonamiento es incorrecto ;Por qué? (Mas adelante

en el capitulo esta la respuesta).

Veamos como razonar correctamente. Restamos 16 en ambos miembros, obte-
niendo la inecuaciéon 22 — 16 > 0, de donde al factorizar el miembro izquierdo,
obtenemos que

(x — 4)(x +4) > 0. (4.10.1)

Para continuar podemos proceder de 2 formas:

» Primera forma: La inecuacion (?7?) nos plantea un producto que es positivo.

De este modo, ambos factores deben tener el mismo signo, por lo que:

(x—4)(z+4) >0 (x—4>0 AN 2+4>0) V (r—4<0 A 2+4<0)

S@>4 Ne>—-4) V (x<4d N z<—4)

Consideramos el primer paréntesis de la iltima expresion, es decir,
(x >4 A x> —4). Intersectamos graficamente los intervalos determinados

por x >4 y por x > —4:

i IAXXAXX

—4

= C
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obteniendo S} = |4, +o0o[. Por otro lado, consideramos el paréntesis

(x <4 N x < —4), del cual intersectando los intervalos determinados por
r < 4y porz < —4, obtenemos que Sy = |—00, —4[ (el dibujo queda a cargo
del lector). Finalmente, uniendo S; y S, obtenemos que el conjunto soluciéon

es

S = Sl USQ = ]—OO,—4[U]4, —f—OO[

» Segunda forma: Consideremos la inecuacion (?7), en la cual el miembro
izquierdo estd completamente factorizado. Obtenemos los valores de z que

hacen 0 cada uno de sus factores. Se tiene que
e r —4seanulaenz=4.
e v+ 4 se anula en r = —4.

Los nimeros 4 y —4 se denominan puntos criticos de (?7). Estos puntos

criticos nos determinan tres intervalos abiertos en la recta real:
|—o0, —4[,]—4,4], 4, +o0[

Solo en estos intervalos, la expresion (x — 4)(z 4 4) podria cambiar de signo.
En particular, segtin (??), a nosotros nos interesan los intervalos en los cuales
(x —4)(z + 4) es positivo. Para determinar cuales son esos intervalos, y en
definitiva cudl es el conjunto solucién de la inecuacién original, hacemos una

tabla de andlisis de signo de (x —4)(z + 4) del siguiente modo:

|—oo, =4[ | =4 | |-4,4] | 4 | ]4, 40|

r—4

x+4
(x —4)(x +4)

Observemos que, en la primera fila, consideramos los intervalos determinados

por los puntos criticos y los puntos criticos, ordenados de izquierda a derecha.
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Ademas, en la primera columna, consideramos cada uno de los factores de

(x—4)(z+4)y (z—4)(x+4).

Rellenamos la segunda columna. Para tal efecto, escogemos un elemento del

intervalo de esta columna, en este caso de |—oo, —4[, por ejemplo z = —5.
Reemplazamos © = —5 en £ —4, lo cual nos da —9, es decir un valor negativo,
por lo que rellenamos el espacio respectivo con —. Si reemplazamos © = —5

en x + 4 también obtenemos un nimero negativo, por lo que rellenamos con
—. Finalmente, como al reemplazar x = —5, en x — 4 y en x + 4, en ambos
casos nos dio negativo, entonces en este caso (xr — 4)(z + 4) es positivo, por

lo que el espacio asociado lo rellenamos con +. En definitiva, tenemos

r—4 -
r+4 -
(x —4)(x+4) +
Para rellenar la tercera columna, simplemente reemplazamos r = —4 en cada

factor de la primera columna, si lo obtenido es positivo rellenamos con +, si

es negativo con — y si es cero, simplemente con 0.

|—oo,—4] | =4 | ]—4,4] | 4 | |4, +0o0|
r—4 - -
x+4 - 0
(x —4)(x +4) + 0

Hacemos procedimiento andlogo para cada intervalo venidero, es decir,
escogemos un valor de prueba del intervalo en cuestion y lo reemplazamos en
cada factor, lo obtenido determinara el signo de cada expresion de la columna
en el intervalo en cuestiéon. En el caso de los puntos criticos venideros,

simplemente se reemplaza. Como ya dijimos, si lo obtenido es positivo
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rellenamos con +, si es negativo con — y si es cero, simplemente con 0.

Finalmente, la tabla queda como

|—oo, =4[ | —4 | ]—4,4[ | 4 | ]4, +oo]
x—4 - - - 0 +
x+4 - 0 + + +
(x —4)(z+4) + 0 - 0 +

De este modo, considerando los intervalos donde (z — 4)(x + 4) es positivo,
obtenemos que
S =]—o00, —4[ U4, +o0f.
2

x
< -1

d
) 20 — 8 —

Solucién. Algun estudiante podria multiplicar ambos miembros por 2z — 8, para
que de este modo 2x — 8 aparezca multiplicando en el miembro derecho de la
desigualdad. Sin embargo, esto a priori no es correcto realizarlo, dado que no
sabemos si 2z — 8 es positivo o negativo, y esto podria mantener o cambiar el

sentido de la desigualdad.

Razonemos de un modo distinto. Note que

22 2
<-1l& 1<0
20 — 8 — 2x—8+ -
2 _
T+ 2x 8<0
20 —8 T
4 -2
L a -2
Tz —4

En la dltima inecuacion, el numerador y el denominador de la fraccion estan
completamente factorizados, por lo que hacemos la tabla de anélisis de signo

(z+4)(z—2
r—4

de la expresion ) buscando los intervalos en los cuales esta fraccion es
?

negativa o 0, en virtud de la tltima inecuacion. Note que

» ¢+ 4 se anula en x = —4.



268 CAPITULO 4. NUMEROS REALES Y LENGUAJE ALGEBRAICO.

m r — 2seanulaen x=2.

m x — 4 se anula en x = 4.

De este modo, los puntos criticos son —4, 2 y 4. Estos puntos criticos determinan

4 intervalos abiertos, los cuales son considerados en la tabla:

|—oo, =4[ |x=—4 | ]-42[|z=2|]2,4] | x =4 | |4, +o0]
T +4 - 0 + + o+ |+ +
x—2 - - - 0 + + +
20 — 8 - - - - - 0 +
% - 0 + 0 - no def +

En vista de lo obtenido en la tltima fila de la tabla, obtenemos que
S =]—o0,—4]U[2,4].
m

Observacion 4.10.1. En general, en una inecuacion donde esté despejado 0, los puntos
criticos son los valores que hacen 0 o indefinen la expresion que estd en el miembro

opuesto a 0.
Veamos algunos ejercicios, en los cuales se deben aplicar las inecuaciones.

Ejercicio 4.10.2. En una autopista de un pais europeo existe un limite minimo de
velocidad. Circular a menos de 75%" se considera una infraccion que es multada. Oscar
debe recorrer una distancia de 300 km por esa autopista y su vehiculo no estd en buenas
condiciones mecdnicas, por lo que debe conducir a una velocidad moderada y en ningun
caso superior a los 100’%”. Para tener una idea de cuanto demorard, desea estimar el

tiempo, suponiendo que su velocidad serd constante.
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a)

Sit es el tiempo que demorard en hacer el recorrido, obtenga la velocidad constante

que debe llevar, en funcion de t.

Soluciéon. Como la velocidad constante se calcula como la distancia recorrida
dividida por el tiempo empleado en recorrerla, entonces la velocidad corresponde

300
a 7

En base al enunciado, ;qué dos inecuaciones debe satisfacer la velocidad obtenida
en a)?

Solucién. La velocidad debe ser mayor o igual a 75’%’" y menor o igual a 100’%”.

Es decir,

300
75 < == < 100, (4.10.2)

sEntre qué rango de valores se encuentra el tiempo que demorard en realizar el

trayecto?
Solucion. Como ¢ > 0, podemos multiplicar por ¢ en (??) y obtenemos que
75t < 300 < 100¢.

De la inecuacion 75t < 300, obtenemos que t < 4. De la inecuacion 300 < 100t,

obtenemos que 3 < t. Es decir, Elena demorara entre 3 y 4 horas.
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Ejercicio 4.10.3. En la figura se muestra un lente de aumento simple que consiste en
un lente convexo. El objeto por amplificarse estd colocado de modo que la distancia p
desde el lente hasta el objeto es menor que la longitud focal f (es decir, el lente se estd

enfocando en un punto que estd mds lejos que el objeto mismo).

Imagen

~=wc=—____ Objeto A
-.._:_-_.._-___ iy f III
2 F_.-" = T ML

R T\
L /

! /

I fr—— ==

| f |

La amplificacion M es la razon entre el tamano de la imagen y el tamano del objeto.

Se demuestra en fisica que

_ I
f—p

St el foco estd a 6 cms del lente, ;a qué distancia debe colocarse el objeto del lente para

M

que su imagen se vea al menos tres veces mayor?

Soluciéon. Debemos resolver la inecuacion M > 3. Como f = 6, esta inecuacion es
equivalente a
6

— > 3.
6—p

Como el objeto estd mas cerca del lente que el foco, entonces p < 6, 0o sea 6 —p > 0,

Multiplicando ambos miembros de la inecuaciéon por 6 — p, obtenemos
6>3(6—p),

expresion de la cual se deduce que

3p > 12,

o sea que p > 4. Por lo tanto, el objeto debe estar por lo menos a 4 cms del lente. [
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4.11. Valor absoluto.

P Ve Vemn Wemn Woan WY e N Y e e )
Q | | | | | | | | | Q
| | | | | | | | |

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Informalmente, el valor absoluto de un ntmero real x, representa su distancia a 0

en la recta numérica, y se denota por |z|. En el dibujo, se ve que | = 5| =5y [5| = 5.
Ejercicio 4.11.1. Determine

a) |7].

b) | —17|.

c) | —9.

d) |0].
Solucidén. Posicionando 7,—7,—9 y 0 en la recta numérica, podemos ver que

7| =7, -7 =7]-9=9,0 =0.

Ejercicio 4.11.2. Segin lo visto en los ejercicios anteriores, conjeture

a) Six es un nimero positivo o cero, scudl es el valor de |z|?

Solucién. Como x es positivo o cero, de los ejemplos podemos inferir que su valor

absoluto corresponde al mismo nimero x, por lo que

Ve >0:|z| ==
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b) Six es un nimero negativo, jcudl es el valor de |z|?

Solucién. Como x es negativo, de los ejemplos podemos inferir que su valor

absoluto corresponde a su opuesto aditivo —x, por lo que
Ve <0:|z| = —x.
m

Definiciéon 4.11.1. Sea x € R. El valor absoluto de x, el cual es denotado por |z|,
viene dado por
z, x>0
|z =
—x, v <0.
Ejercicio 4.11.3. Con ayuda de la recta numérica, obtenga el conjunto de todos los

z € R tales que |z| = 4.
Solucién. Si z satisface |x| = 4, entonces x esté a 4 unidades de 0 en la recta numérica:

A A A A A A A A
I | | | | | | | I
N | | | | | | | N

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

De este modo,

lz| =4 =4V x=—4
[

Ejercicio 4.11.4. Sea ¢ > 0. Con ayuda de una recta numérica, obtenga los v € R

tales que |x| = c.

Solucidn. Si z satisface |z| = ¢, entonces z esta a ¢ unidades de 0 en la recta numérica:
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De este modo,

z|=c&er=c V z=—c

Proposicion 4.11.2. Sea ¢ > 0. Se tiene que

z|=cer=c V z=—c
Ejercicio 4.11.5. Considere la ecuacion |x — 1| = 2.

a) Obtenga su conjunto solucion.
Solucién. Usamos la proposicion 4.11.2, para decir que

z—1=22r-1=2V 2r—-1=-2

(Es decir, lo que esta “dentro” del valor absoluto es igual a 2 0 a —2). De este

modo,

Es decir, S = {—1, 3}.

b) Ubique sus soluciones en la recta numérica ;qué podemos afirmar acerca de la

distancia de cada una de ellas hasta 17

Solucién. Ubicando las soluciones tenemos:

| | | | | | |
-1 0 1 2 3 4 5

De donde podemos ver que la distancia de cada solucién hasta 1 es de 2 unidades.

O
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Observacion 4.11.1. Sea a € R. La distancia, en la recta numérica, desde x hasta a,
viene dada por

|z — al.
De este modo, al resolver la ecuacion |z — a| = ¢ para ¢ > 0, obtenemos los nimeros x

que estan a c unidades de a en la recta numérica, especificamente r = c+a oz = c—a.

Ejercicio 4.11.6. Con ayuda de la recta numérica, obtenga el conjunto de todos los

r € R que cumplen que |z| < 6.

Solucién. Note que si x satisface esta inecuacion, entonces su distancia a 0 es menor

que 6:

De este modo
S =1-6,6].
O]

Ejercicio 4.11.7. Sea ¢ > 0. Con ayuda de la recta numérica, obtenga el conjunto de

todos los x € R que cumplen que |z| < c.

Solucién. Note que si x satisface esta inecuacion, entonces su distancia a 0 es menor

] |

—c 0 x c

que c:

De este modo
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Proposicion 4.11.3. Sea ¢ > 0. Se tiene que

z| <ce —c<x<ec

lz] <ce —c<z<ec

Ejercicio 4.11.8. Escriba la inecuacion que permita encontrar todos los niumeros reales

x tales que su distancia a % no es mas de 5 unidades. Resuélvala, y usando la recta

numérica, visualize que cada elemento del conjunto solucion cumple con tal condicion.

Solucién. La inecuacién corresponde a

x——‘ﬁ& (4.11.1)

Note que el simbolo < “apunta” hacia el nimero 5 y no hacia el valor absoluto, por lo
que aplicamos la proposicién 4.11.3, para asi deshacernos del valor absoluto. Se tiene

que

<5

N |

1
m—§’§5<:>—5§x—

(Es decir, lo que esta “dentro” del valor absoluto esta entre —5 y 5).

Luego, como

1 1 1
S5<r-g<5eg-b<r<o+b

5 =
o 9 < 11
—— << —.
2= T 2
entonces el conjunto soluciéon es [—%, 1—21} Asi, para que x no esté a mas de 5 unidades

de 0,5, este debe pertenecer al intervalo [—4,5,5,5], lo cual se puede apreciar si lo

representamos en una recta numérica:

O

Ejercicio 4.11.9. Con ayuda de la recta numérica, obtenga el conjunto de todos los

xr € R que cumplen que |z| > 3.
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] S

—4.5 0.5 z 9.5

Solucidén. Si x satisface la inecuacidon dada, entonces esta a mas de 3 unidades de 0 en

la recta numérica:

- | -

S = ]—00, =3[ U]3, +o0].

De este modo,

]

Ejercicio 4.11.10. Sea ¢ > 0. Con ayuda de la recta numérica, obtenga el conjunto de

todos los x € R que cumplen que |z| > c.

Solucién. Si x satisface esta inecuacion, entonces su distancia a 0 es mayor que ¢, lo

cual se visualiza como:

De este modo

S =]—o00,c[U]e, +o0].

Proposicion 4.11.4. Sea ¢ > 0. Se tiene que

|z >cer<—c V o>c
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lz] >ceor<—c V xz>ec

Ejercicio 4.11.11. Escriba la inecuacion que permita encontrar todos los nimeros

reales x tales que su distancia a —% es a lo menos 6 unidades. Resuélvala, y usando

la recta numeérica, visualize que cada elemento del conjunto solucion cumple con tal

condicion.

Solucién. La inecuacion corresponde a

x+§l‘ > 6. (4.11.2)

Como el simbolo < “apunta” hacia el valor absoluto y no hacia 6, entonces aplicamos

la propiedad 1.8 para deshacernos del valor absoluto. En efecto,

3 3 3
x+—‘26(:)x+ <—-6Vz+-26

4 4= 4=
(Es decir, lo que esta ‘dentro” del valor absoluto, es menor o igual a —6 o es mayor
igual a 6).

De este modo, como

3 3
- < — - >
:v+4_ 6\/1:—1—4_6
< 27\/ >21
Sr < —— T > —
- 4 — 4’

. ., 27 21 )
entonces el conjunto solucién es | —oo, I U T +oo|. O sea, para que x esté a lo

menos a 6 unidades de 0,75, x debe pertenecer al conjunto |—oo, —6,25] U [5,25, +00],

lo cual se puede apreciar si lo representamos en la recta numérica:

—6.25 —0.75 5.25 x
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Veamos las siguientes propiedades:

Proposicion 4.11.5. Sean xz,y nimeros reales. Se tiene que

w Siy # 0, entonces — =

|z| - |y| = |zy|. Es decir, si dos valores absolutos se estin multiplicando, podemos
dejar esta expresion como un solo valor absoluto, el cual corresponde al valor

absoluto de la multiplicacion.

||

T

lyl  ly
absolutos dividiéndose entre si, entonces podemos dejar esta expresion como un

. Fsto quiere decir, que si tenemos dos valores

solo valor absoluto, el cual corresponde al valor absoluto de la division.

Resolvemos algunas otras inecuaciones que involucran valores absolutos.

Ejercicio 4.11.12. Obtenga el conjunto solucion de la inecuacion:

a) v+ 1] <2z —2|.

Solucién. Intentamos dejar esta inecuacion con un soélo valor absoluto. Para ello,
en primer lugar, queremos dejar los dos valores absolutos en un s6lo miembro de la
desigualdad, ya sea el derecho o el izquierdo. En este caso, como |z — 2| > 0, para
x # 2, entonces dividimos ambos miembros por |x — 2|, con x # 2, y obtenemos

la inecuacién
|z + 1] <9
|z —2| ~

(Note que como |x — 2| > 0, para x # 2, entonces al dividir por |z — 2| > 0, el

sentido de la desigualdad se mantiene).

Ahora, como tenemos una division de valores absolutos, podemos juntarlos en uno
s6lo, obteniendo

<2. (4.11.3)

rz+1
Tz —2

De este modo, como en esta tltima inecuacién tenemos un sélo valor absoluto,

en un s6lo miembro, y en el otro miembro un niimero positivo, entonces podemos
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deshacernos del valor absoluto, aplicando la propiedad 1.7 de esta seccion (El

simbolo < apunta hacia 2). En efecto, (??) queda como

r+1
T —2

o de forma mas detallada como

1 1
g T T o (4.11.4)
x—2 x—2

Resolvemos ahora cada una de las dos inecuaciones de (?7?) (lo cual se deja a cargo
del lector). Como (?7?) es una conjuncion, entonces intersectamos sus conjuntos

soluciones, obteniendo un conjunto solucion S’ el cual es valido para x # 2. Se

tiene que
= El conjunto solucion de —2 < £ es Sy = |—o0, 1] U2, +o00].
= El conjunto solucion de £ < 2 es S, = ]—o00,2[ U [5, +00].

De este modo,

S"'=51N8Sy =]—00,1]U[5,+o0].

Pero, jqué ocurre con x = 27 El caso x = 2 simplemente consiste en reemplazar
este valor en la inecuaciéon original, y ver si se cumple la desigualdad obtenida.
En efecto, al reemplazarlo obtenemos 1 < 0, por lo que x = 2 no es parte del

conjunto soluciéon. En definitiva,
S =5 =]-00,1]U[5, +0]

(En caso que se hubiese cumplido la desigualdad para z = 2, entonces el
conjunto soluciéon S se hubiese obtenido agregando =z = 2 a S’, es decir,

S =]—00,1]U{2} U5, +00]).
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b) |+ 1] +[2— 2| > 5.

Solucién. Nuestra primera intenciéon es dejar en la inecuaciéon un sélo valor
absoluto. Sin embargo, dado que los valores absolutos se estan sumando entre
si, no es posible juntarlos. Debemos buscar otro método, y éste corresponde a

resolver la inecuaciéon por casos. Veamos como funciona.

En virtud de la definicion 4.11.1, definimos |z 4+ 1| como

e+ 1, 2 +1>0.
o4 1] =
—(x+1), z+1<0.

(En general, si f(z) es una expresion que contiene a z, entonces

w |f(x)| = f(x), es decir | f(z)| es igual a lo que esta dentro del valor absoluto,
si f(z) > 0.
v |f(z)] = —f(x), es decir |f(z)] es igual al opuesto de lo que esta dentro del

valor absoluto, si f(x) < 0).

O sea,

r+1, x> -1
2+ 1| = (4.11.5)
—r—1, r < —1.

Analogamente, también en virtud de la definicion 3.12.1, definimos |2 — x| como

2—xz, 2—x22>0.

|2 —z| =
—(2—x), 2—x<0.
Es decir,
2—x, 2> .
12— 2| = (4.11.6)
r—2 2<ux.

Ahora, en virtud de (??) y (?7?), hacemos una recta numérica, en la cual
consideramos los puntos de cambio x = —1 y x = 2. Estos puntos dividen a
la recta numérica en 3 intervalos, los cuales estdn simbolizados en la siguiente

figura:
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y son |—oo, —1[,]=1,2[ ¥ ]2,+00[. Como z = —1 y = 2 aun no fueron
considerados ni en el intervalo inferior ni el intervalo superior a cada uno de
ellos, esto se simboliza con un circulo blanco en cada intervalo. Ahora escribimos
la definicion de cada valor absoluto, segin lo obtenido en (??) y (??7), en cada

intervalo respectivo:

lt+1]=—-2—-1
2—z|=2-z

En virtud de esta tltima figura, analizaremos tres casos, los cuales son

» Caso 1: z < —1.
m Caso 2: —1 <z <2,

s Caso 3: 2 < z.

Para cada uno de estos casos, resolveremos la inecuacién, reemplazando cada valor

absoluto por la expresion senalada en la dltima figura. Se tiene que

» Caso 1: 2z < —1.

En este caso, segtn la dltima figura, la inecuaciéon original
le+1|+1]2—2|>5

corresponde a

(—x—1)+(2—2x) > 5, (4.11.7)
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cuya solucion es

T < —2.

Es decir, el conjunto solucion de la inecuacion (??) es S} = |—o0, —2], el
cual intersectandolo con el intervalo del caso 1, el cual es |—o00, —1[, nos hace

obtener el conjunto soluciéon del caso, el cual es
S; =81 N]—o0, -1 =]—00, —2[N]—00, —1] = |00, —2[.

Caso 2: -1 <z <2.

En este caso, segiin la dltima figura, la inecuacién original
lt+1|+[2—2]>5

corresponde a
(x+1)+(2—2)>5, (4.11.8)

la cual es equivalente a

3> 5.

De este modo, el conjunto solucion de (?7?) es S5 = (). Lo intersectamos con
el intervalo del caso 2, o sea con [—1, 2|, obteniendo que el conjunto solucion

del caso es

Sy = 1.

Caso 3: 2 < z.

En este caso, segtn la dltima figura, la inecuacién original
e+ 1|+ 2—2| >5

corresponde a

(z+1)+ (. —2) > 5, (4.11.9)

la cual es equivalente a

T >3,
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por lo que S5 = |3, +oo[. Andlogamente a los otros dos casos, el conjunto

soluciéon del caso es
Sy = 55N 12, +00[ =13, +00[ N ]2, +00[ = |3, +00] .

Finalmente, el conjunto solucién S corresponde a la unién de los conjuntos

solucion de los 3 casos, es decir,

S =51US3US3=]—00,-2[UPU]3, +o0] =]—00, —2[ U3, +00[.
2+ x+1 ~0
—[2 — 2| '

Solucién. A veces es bueno detenerse y observar la expresion dada, antes de
aplicar propiedades en forma mecanica. Tenemos que la expresion —|2 — z| en
el denominador es negativa, por lo que multiplicando ambos miembros de la

inecuacion por —|2 — x|, obtenemos

2’ +z+1>0 (4.11.10)

(Note que el sentido de la desigualdad cambi6). Ahora, intentamos factorizar

2% + x + 1, para ello buscamos las soluciones de
> +z+1=0. (4.11.11)

Como en este caso, b> —4ac =1 — 4 = —3 < 0, entonces la tltima ecuacién no
tiene soluciones reales, y ademés 22 + x + 1 no puede ser factorizado. Méas atn, la
ausencia de soluciones reales de (?7), nos dice que z? +x + 1 es 0 siempre positivo
o siempre negativo, para cualquier valor de z € R que sea reemplazado en él.
Para determinar cual de estas dos opciones es la valida, reemplazamos cualquier
valor de x, por ejemplo z = 0, en 22 + z + 1, obteniendo 1 > 0. De este modo,
x? + x + 1 es siempre positivo, por lo que (77), es vélida para todo x € R. Note
que en la inecuacion original, el denominador —|2 — x| se hace 0 para x = 2, por

lo que el conjunto soluciéon es

S =R - {2}.
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Ejercicio 4.11.13. Calcule

Solucidén. En cualquiera de los ejercicios mencionados, la raiz cuadrada corresponde a

un numero positivo, por definicion de raiz cuadrada. Asi, las respuestas son

a) V52 =+/25=5
b) 1/(10)* = v/100 = 10

¢) \/(=T)=V49="7
DY ==

Ejercicio 4.11.14. Segun lo visto en los ejercicios anteriores, conjeture:
a) Six >0, ja qué expresion corresponde V29
Solucién. En este caso, Va2 = & = |z|.
b) Six <0, sa qué expresion corresponde Va2?
Solucién. En este caso, Va2 = —z = |z]. O
Proposicion 4.11.6. Se tiene que

Ve e R: Va2 = |zl

Resolvemos algunas ecuaciones e inecuaciones cuadriticas usando el teorema

anterior:
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Ejercicio 4.11.15. Determine el conjunto solucion de
a) x> 36.

Solucién. Extraemos raiz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad, y ésta

se mantiene (en el capitulo de funciones explicaremos porqué). En efecto:
7? > 36 < || > 6
Resolviendo la tdltima inecuacion, deducimos que
r<—6V z>6.
De este modo, S = |—o0, —6[ U [6, +00].
b) 2% — 2z < 120.

Solucién. Completamos cuadrado del binomio en el miembro izquierdo de la

desigualdad:
2 -2 <120 22 —204+1<121 & (z —1)° < 121.

Ahora extraemos raiz cuadrada en la ultima desigualdad, y luego aplicamos la

propiedad respectiva de valor absoluto:

(z—17<12lez—1<11
e -11<z-1<11

& —10 <z <12

En definitiva, el conjunto solucion es S = [—10, 12]. O
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4.12. Ecuaciones con raices.

En esta seccion, pretendemos resolver ecuaciones en las cuales intervienen raices, y
ademas la incognita forma parte de la cantidad subradical, es decir, en forma informal,

la incognita aparece “dentro” de la o las raices presentes.

Ejercicio 4.12.1. Resuelva la ecuacion
V3z+T=2-1 (4.12.1)
Solucidén. Elevamos el cuadrado en ambos miembros de la ecuaciéon, obteniendo que
3 +7=a>—22+1.
Si igualamos a 0, logramos obtener la ecuacion cuadratica
1® —5x —6=0,

cuyas soluciones son

r=606 V z=-—1.
.Son estos dos valores, soluciones de nuestra ecuaciéon? Veamos si es asi:

= Si z = 6, entonces

V3r+7=V3-6+7=+25=5,

y ademas

r—1=6-—-1=5.

Asi, z = 6 es solucién de nuestra ecuacion.

= Sixz = —1, entonces

V3r+7=13-(-1)+7=V4=2

Por otro lado,

r—1=-1-1=-2

por lo que x = —1 no es solucién de nuestra ecuacion.
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Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {6}. O

Observacion 4.12.1. Justifiquemos de otra forma el hecho que x = —1 no es soluciéon

de nuestra ecuacion. Recordemos que ésta es
\/m =x—1.
Como 3x + 7 esta “dentro” de la raiz, entonces tenemos la restriccion
3r+72>0,

de donde se deduce que x debe cumplir que

1 _
x> T = —2-=-23.
3 3
Sin embargo, x = —1 satisface esta ultima desigualdad. Por otro lado, al observar

nuevamente nuestra ecuacion, vemos que r — 1 es igual a una raiz cuadrada, por lo

tanto, nace la condicién que

r—12>0,
0 sea
x> 1.
Esta ultima condicién claramente no es cumplida por x = —1. En general, al resolver

una ecuacion de este tipo, nos encontramos con un nimero finito de posibles soluciones,
por lo que para verificar si cada una de ellas es solucién de la ecuacion dada, basta
reemplazar cada valor obtenido en la ecuacién original y observar si se satisface la
igualdad. Otra forma seria considerar las restricciones antes de resolver la ecuacion, y

luego descartar alguna posible solucién en virtud de estas restricciones.

Ejercicio 4.12.2. Resuelva la ecuacion

Vo +4++Vr—1=5.

Solucién. Elevamos al cuadrado en ambos miembros, obteniendo

(VT+d++vz—1) =25,
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lo que es equivalente a

T+4+2y/(r+4)(x—1)+x—1=25

Despejamos la raiz de esta tultima ecuacion:

Ve +4)(z—1) =11 — x.
Si elevamos de nuevo al cuadrado, se logra que
(z+4)(z — 1) =121 — 222 + 27,

0 sea que

2?4+ 3r — 4 =2a% — 222 + 121,

de donde despejando x, obtenemos que x = 5. Reemplazamos este valor en la ecuacion

original. En efecto, en este caso

Vi+d+Vr—1=vV9+V4=3+2=5,
por lo que S = {5}.
Veamos una aplicaciéon de las ecuaciones con raices:

Ejercicio 4.12.3. Dos postes, uno de 12 metros y otro de 28 metros, estdin a 30 metros
de distancia. Se sostienen por dos cables, conectados a una sdla estaca, desde el nivel

del suelo hasta la parte superior de cada poste.

28

12
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St se dispone de 50 metros de cable para unir los postes de este modo, ;A qué distancia

de cada poste debe ubicarse la estaca?

Solucidén. Sea x la distancia desde el poste de 12 metros hasta la estaca. Consideramos

el dibujo

28

12

e E 30—

Por el teorema de Pitagoras,

y=vVa2+144, 2z = \/(30—$)2+282 = V12 — 60z + 1684.

De este modo, la longitud total del cable, la cual viene dada por y + z, corresponde

Va2 + 144 + V2 — 60z + 1684.

Asi, si el cable mide 50 metros, entonces para obtener la distancia x desde la estaca al

poste méas pequeno debemos resolver la ecuacion

Va2 + 144 + Va? — 60x + 1684 = 50,

la cual es equivalente a

V2 — 60z + 1684 = 50 — V22 + 144.

Elevando al cuadrado en esta tultima ecuaciéon y simplificando lo que sea necesario,

obtenemos

5v2? + 144 = 3(16 + z).
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Elevando al cuadrado y simplificando nuevamente, llegamos a la ecuacion
z? — 18z + 81 =0,

por lo que x = 9. De este modo, la estaca debe estar a 9 metros del primer poste y a

30 — 9 = 21 metros del segundo poste. O]

4.13. Inecuaciones con raices.

En esta seccion, pretendemos resolver inecuaciones con raices, en las cuales la
incognita forma parte de la cantidad subradical, es decir, en forma informal, la incégnita
aparece “dentro” de la o las raices presentes. jHay que tener mucho cuidado con las

restricciones para los valores de la incognita!

Ejercicio 4.13.1. Determine el conjunto solucion de la inecuacion

vV—1-—-2z<x+2.

Solucién. Consideramos las restricciones desde un comienzo. Note que la cantidad que

estd “dentro” de la raiz debe ser no negativa, por lo que
—1—2x >0,

osea, r < —%. De este modo, el primer conjunto restricciéon es

1
Rl ::|—OO7—§:| .

Por otro lado, observando la inecuacién a resolver, vemos que la expresion x + 2 es
mayor que una raiz cuadrada, la cual es no negativa, por lo tanto, aparece la condiciéon
que

z+2>0.

Asi, x > —2, y asi nuestro segundo conjunto restriccion es

R2 = ]—2, —I—OO[
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De este modo, el conjunto restriccion es

1
R:RlﬂR2::|—2,—§:|

Dado z € R, en este caso se tiene que ambos miembros de nuestra inecuacién son no
negativos. Asi, elevamos al cuadrado ambos miembros, y el sentido de la desigualdad

se mantiene (la razoén la explicaremos en el capitulo de funciones), obteniendo
—1 -2z < 2?44z + 4.
Esta inecuacion es equivalente a
22 + 62 +5 >0,

cuyo conjunto solucion es S’ = |—o0, —=5[ U |—1, +o0[. De este modo, como x también

debe pertenecer a R, entonces el conjunto soluciéon de nuestra inecuacion original es

S:S’OR:}—L—%}.

]

Observacion 4.13.1. Generalizemos lo hecho en el ejercicio anterior. Si consideramos

una inecuacion de la forma

Va <b, (4.13.1)

las restricciones son:
= a > 0, dado que a es la cantidad subradical.
= b >0, dado que en (?7), b es mayor que una raiz cuadrada.

Luego de haber hecho estas restricciones, nos aseguramos que ambos miembros de (77)
son no negativos, por lo que elevamos al cuadrado para resolver nuestra inecuacién, y

el sentido de la desigualdad se mantiene.
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Ejercicio 4.13.2. Resuelva la inecuacion
Va2 +5r+6 <x+4.

Solucién. La cantidad subradical debe ser no negativa, esto nos origina la condicion
que

:1:2+5:U+620,

de donde se deduce que

r< =3V x>-2

Es decir, el primer conjunto restriccion es
Ry = ]—o00, 3] U]—2, +00].

Note que, en la inecuacion a resolver, x + 4 es mayor o igual a una raiz cuadrada, cuyo

valor es por lo menos 0. De este modo
r+4 >0,

de donde x > —4, y asi
R2 = [—4, —I—OO[ .
Concluimos que el conjunto restriccion es

R= Rl N RQ = {—4, —3] U [—2, —|—OO[

Si z € R, entonces ambos miembros de nuestra inecuacién son mayores o iguales 0. De
este modo, si elevamos al cuadrado ambos miembros, el sentido de la desigualdad se

mantiene. En efecto, obtenemos que
22+ 52 +6 < 2° + 8z + 16,

de donde se deduce que

10 <
—— <z
3 =
O sea, S = [—%, —1—00[. Luego, como —% = —3% = —3,3 entonces
, 10
S=5NR= —3,—3 U [—2, 4+00[.
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Observaciéon 4.13.2. Generalizamos el ejercicio anterior. Si consideramos una
inecuaciéon de la forma

Va <b (4.13.2)

las restricciones son:
= a > 0, dado que a es la cantidad subradical.

= b >0, dado que en (?7), b es mayor o igual que una raiz cuadrada, la cual a lo

menos es 0.

luego de haber hecho estas restricciones, nos aseguramos que ambos miembros de (77)
son no negativos, por lo que elevamos al cuadrado para resolver nuestra inecuacion, y

el sentido de la desigualdad se mantiene.

Ejercicio 4.13.3. Resuelva la inecuacion
V2r—1>x—2.

Solucién. Veamos primero las restricciones. La cantidad subradical debe ser no
negativa, por lo que

2z — 1> 0,

de donde se deduce que x > % De este modo,

1
Rl = l§,+%|:

Note que, en nuestra inecuacion, r — 2 es menor que una raiz cuadrada, por lo que x — 2
podria tomar cualquier valor, es decir, puede ser positivo, negativo o cero. Analizamos

cada una de estas opciones:
= Caso 1: Supongamos que x — 2 > 0. En este caso x > 2, por lo que
R2 = [2, —H)O[ .

De este modo,

R:leR2:[2,+OO[.
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Si x € R, entonces ambos miembros de nuestra desigualdad son no negativos.
Elevando al cuadrado ambos miembros, el sentido de la desigualdad se mantiene,
obteniendo

o0t — 1> 22 — 4z + 4.

De aqui se deduce que

1 <2 <),

o sea, S7 = [1,5[. De este modo, el conjunto solucion del primer caso, el cual

llamamos S, es

Sy =S NR=[25][.
Caso 2: Supongamos que x — 2 < 0. En este caso x < 2, por lo que
Rg = [—OO, 2[ .
De este modo, en este caso
27

1
R=RiNRy= {— 2{.

Note que, si * € R, entonces en nuestra inecuaciéon original, +/2z — 1 es no

negativo y x — 2 es negativo. Asi, nuestra inecuaciéon
V2z —1>x -2,

es valida para todos los valores de R. Concluimos que el conjunto solucion del

segundo caso, el cual denotamos por Sy, es

1
SQZR: |:§,2|:

Finalmente, para que un cierto valor de x sea solucién de nuestra inecuacién, entonces

x debe pertenecer a S; o a Sy, por lo que

5251U52: |:%,5|:
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Observacién 4.13.3. Consideremos una inecuacion de la forma
Va>b (4.13.3)

En este caso, debemos notar que:

= la cantidad subradical a debe ser no negativa, es decir

a> 0.

= como b es menor que una raiz cuadrada, entonces nos colocamos en dos casos

e b > 0. Luego de realizada esta restriccion, ambos miembros de (?7) son no
negativos, por lo que elevamos al cuadrado ambos miembros de (?7?), y el

sentido de la desigualdad se mantiene.

e b < 0. Luego de realizada esta restriccion, notamos que /a es no negativo,

v b es negativo en (77), por lo que (?7?) se cumple siempre en este caso.

= el conjunto solucion sera la union de los conjuntos soluciones obtenidos en ambos

Casos.

Ejercicio 4.13.4. Resuelva la inecuacion
Vi —1>x+2.

Solucién. La cantidad subradical debe ser no negativa, luego
> —1>0.

De este modo,

Ry =]—o00,—1] U1, 4+o0].
Como x + 2 es menor o igual a una raiz cuadrada, nos colocamos en dos casos:

= Caso 1: Supongamos que x + 2 > 0. En este caso x > —2, por lo que

Ry = [—2,4+0]. De este modo, en este caso

R = Rl ﬂRQ = [—2,—1] U [1,—|—OO[
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Si x € R, entonces, en nuestra inecuaciéon, ambos miembros son no negativos.

Elevamos al cuadrado, obteniendo que
v — 1> 2% +4r + 4,

de donde z < —g. Asi,

y como —2 = —1% = —1,25, entonces

Si=5NR= {—2,—%} .
» Caso 2: Si x + 2 < 0, entonces x < —2, y asi
Ry = ]—00, —2[.
De este modo, en este caso

R:leRQZ]_OO,_2[.

Si x € R, se tiene que en nuestra inecuacion, v/x? — 1 es no negativo, y = + 2 es

negativo, por lo que esta desigualdad se cumple para cualquier x € R. Asi,

SQ =R= ]—007—2[

Por lo tanto

5281U82:}—OO,—Z:|.

Observacion 4.13.4. En el caso de inecuaciones del tipo
Vva>b (4.13.4)
se procede de forma similar al tercer caso, es decir:
= la cantidad subradical a debe ser no negativa, es decir

a > 0.
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= como b es menor o igual a una raiz cuadrada, b no necesariamente es positivo, por

lo que consideramos dos casos:

e b > 0. Luego de realizada esta restriccion podemos elevar al cuadrado ambos
miembros de (77).
e b < 0. Luego de realizada esta restriccion, la desigualdad (?7?) es siempre

valida en este caso.

= el conjunto soluciéon sera la unién de los conjuntos soluciones obtenidos en abos

Casos.
]
4.14. Cotas de un conjunto.
Para introducirnos en este tema, veamos el siguiente ejemplo:
Ejercicio 4.14.1. Considere el conjunto S = |—1,4[. Determine, si es que existe, un

numero real k tal que

VeeS: z<k.

Solucién. Una representacion de nuestro conjunto es

1 4

Buscamos un ntimero k que supere o sea igual a cualquier elemento del conjunto S.
Notamos que k£ = 4 o también £ = 5 cumplen con esta condicion. En general, cualquier
k > 4, satisface esta condicion. Cada valor de k£ que satisface la condicion pedida, es

decir, que supera o es igual a cualquier elemento de S, se denomina cota superior de
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S. Ademas, como S posee cotas superiores, se dice que S es acotado superiormente.
Note que la menor de las cotas superiores es k = 4, el cual recibe el nombre de supremo

de S. O

Ejercicio 4.14.2. Considere el conjunto

1
A:{—:HEN}.
n

Determine, si es que existe, un numero real m que cumple que
Vie A:m<uzx

Solucién. Algunos elementos de A son

1
IR

Wl =

1
17 57
En la medida que n es niimero natural cada vez mayor, entonces % se acerca cada vez

mas a 0, pero nunca lo es. De este modo, una representacién del conjunto A es

Buscamos un nimero real m, que en la recta numeérica, esté a la izquierda o a lo mas

sea igual que cualquier elemento de A. Vemos que m = 0 cumple con esta condicion,

1

5 0 m = —1. En general, cumple esta condicion cualquier m < 0. Cada

también m = —
valor de m en el rango mencionado, recibe el nombre de cota inferior de A. Ademas,
como A posee cotas inferiores, se dice que A es acotado inferiormente. Note que

m = 0 es la mayor de las cotas inferiores, y recibe el nombre de infimo de A. O
En general, tenemos que

Definiciéon 4.14.1. Sea S C R, con S # 0. Sean k,m € R. Se dice que:
s k es una cota superior de S si

r < k/Vrels.
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= m es una cota inferior de S si

m < x,Vr € S.

= S es acotado superiomente, si S tiene cotas superiores.

S es acotado inferiormente, si S tiene cotas inferiores.
= S es acotado, si S es acotado inferior y superiormente.

Observacion 4.14.1. Sea S un conjunto no vacio. Segin la definicion recién dada, k
es una cota superior de S, si supera o a lo menos es igual a cualquier elemento de S.
Note que una cota superior de S no tiene porque necesariamente que pertenecer a S.
Por otro lado, en forma analoga, m es una cota inferior de S, si es menor o a lo méas
igual a cualquier elemento de S. Del mismo modo anterior, una cota inferior de S no

tiene necesariamente que pertenecer a S.
Definicion 4.14.2. Sea S C R, con S # ().

= 515 es acotado superiormente, entonces el supremo de S, si es que existe, es la
menor de las cotas superiores de S. Se denota por s = sup(S). Mds precisamente,
s satisface que
e r <sVres.
e r < VreS=s<s (sihay otra cota superior ', esta no es inferior a

s).

s 51 .5 es acotado inferiormente, entonces el infimo de S, si es que existe, es la
mayor de las cotas inferiores de S. Se denota por i = inf(S). Mds precisamente,
1 satisface que
o i <z, Vres.

o ' <ux.VreS=1i <i(sihay otra cota inferior i, esta no es superior ai).
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Observacion 4.14.2. No todo subconjunto de R es acotado superiormente, por
ejemplo, el conjunto |3, +oc[ no tiene cotas superiores, aunque tiene cotas inferiores,
siendo su infimo igual a 3. Por otro lado, no todo subconjunto de R es acotado
inferiormente, por ejemplo el conjunto |—oo, 2[ no tiene cotas inferiores, aunque si tiene
cotas superiores, siendo su supremo igual a 2. Finalmente, existen subconjuntos de R

que no son acotados ni inferior ni superiormente, como lo es por ejemplo, el conjunto
|—00,2[U |3, 400].
Concluimos esta seccion con el siguiente axioma:

Axioma 4.10. (Azioma de completitud) Sea S C R, con S # 0. Si S es acotado

superiormente (inferiormente) entonces existe sup(S)(inf(S)).

4.15. Ejercicios propuestos.

1. Considere la siguiente tabla con expresiones algebraicas:

12(x — 3) | @ — 5000 50 —x

50 + 5000 — 4z

(z+3) 2x + 2y

w8
—
[N}

Indique si cada enunciado siguiente corresponde a alguna de las expresiones

algebraicas de la tabla, indicando su ntimero:

a) La edad que tendré en 50 anos mas.

b) La edad que tenia hace 50 anos.
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c¢) El longitud de una cuerda con la que se encierra un terreno rectangular de

longitudes x e y.

El vuelto que debo recibir, si compré un articulo en x pesos y pagué con un

billete de $5000.

El nimero de ruedas de x autos.

El nimero de caballos, si en total conté x patas.

La ganancia que obtuvé, si compré un lapiz en z pesos y lo vendi en $5000.
El nimero de conejos, si en total conté x patas.

La cantidad de trajes que realize, si hice 12 trajes por dia, y finalize 3 dias

antes de lo presupuestado.
La cantidad de trajes que hice por dia, si hice 3 trajes mas de lo
presupuestado y demore en total 12 dias.

es un numero natural, obtenga:

su antecesor.

su triple.

su tercera parte.

su mitad disminuidas en una unidad.
la mitad de su antecesor.

su 25 %.

3. Si Daniela tiene z anos, obtenga

a

b

C

d

)
)
)
)

La edad que tendra en 4 anos més.
La edad que tenia hace 4 anos.
Los anos que le faltan para tener la edad de su padre, el cual tiene 47 anos.

Los anos que le faltan a su hijo para tener la edad de Daniela, considerando

que este tiene 7 anos.
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e) La edad de su abuela, la cual excede al doble de la edad de Daniela en 20

anos.

f) La edad de su primo, sabiendo que la mitad de la edad de Daniela la excede

en 3 anos.

g) Los meses que ha vivido, si hoy cumpli6 = afios.

4. Factorize, si es posible, las siguientes expresiones algebraicas:

a) abed + acde + ade f
b) x? + 323 — 22*
c¢) 18z + 24y — 30z
d) 10x3y* — 1522y — 2025y”
e) vz —yz+ rw — yw
f) Za® — Pa? + Lt
g) =t —y
h) 1442° — 81>
) 362% — 169y°
jya®—1
k) 1228 — 4825
1) 2+ 7z + 10
m) z? — 14z + 49
n) 22 —x—12

n) 2%+ 7z — 60

5. Realize las siguientes operaciones:

T N 1
r+1 x+1

a)

0) ¥ =5z +6
p) 2*—x—6
q) 2>+ —6

r) 92?4+ 8z — 1
s) ba? —13x+6
t) 62° 4+ 2 —2
u) 2? —z+ %
v) x* + 82?4+ 16

w) z® — 32% — 54z

x) 81lz® —1
y) 8 + 649°

1 1

Y B b
2) 7% = To5Y

a2) x® — 62% + 1220 — 8

b2) a4+ 9% + 27z + 81
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1
b) 2 —
) 4 — g2
1 2
VB
x x
d _
):c—3 r+1
) 1 " 2x 1
e —
z+1 z22—-1 =x-1
4 T+ 2
f
)x2—25+x2—2x—15
) T 3 T
& 2?4+r—-—2 22422 -3 x224+5x+6
1 1
h)

xt — 223 4 22 * (x4 1)

6. Simplifique, si es posible, las siguientes fracciones algebraicas:

2 1 9_ 2
a) 7+ d) I
2 2 —6x+9
xt 4 2?2 1 — o3
b) _ ¢) v
€ 2?2 — 3z +2
0 x? —3x—18
2 -9

a)l e) v -1
Vi NoTEe e
b) N f)L
T —2 3/
c) NG
Q) r+1 1—+x

8. Obtenga, si es que existe, el valor de x que satisface la ecuacion

a) 2z +1=2
b) 2z +1=2x

¢)3x—4=2(2+7)+ux

303
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d) z— (2-(2+2)=1-(1-4x)

T x+30 14—z 1
e) 8 J1r6 + 12 :_(1_1)
2
) — 2 =

1+

9. Considere los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) r—y=—-3, box+y=27
b) br+y =27, t+2y=0
c) xr—2y=0,2x+y=—15
d) 2e+6y=2, —x—3y=0
e) t+2y=4, —2x —8y = —8
f) 4z +6y =06, 6x+4y =14
g) 6x —8y =2, 8¢ — b6y = —2
h) 3z — 4y = —6, 2z + 4y = 16
Resuélva cada uno de ellos:
a) multiplicando una o ambas ecuaciones por un cierto namero, y luego
eliminando una de las incognitas.
b) despejando una incognita de una ecuacion y reemplazandola en la otra.
10. Resuelva los siguientes problemas, planteando y resolviendo una ecuacién o un
sistema de ecuaciones:
a) Un nimero mas su quinta parte suman 18. ;Cudl es el niimero?
b) Tres nimeros consecutivos suman 444. ;Cudles son los niimeros?

¢) Necesitamos repartir 27 naranjas en 2 cajas, de modo que dada la capacidad
de ellas, caben 3 naranjas mas en la segunda caja que en la primera caja.

. Cuantas naranjas deberia ir en cada caja?
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d)

Un quimico contiene una solucion de 10 mililitros que contiene una
concentracion de 10 % de acido. ;Cuantos mililitros de acido se deben agregar

para que la concentracion sea del 50 %7

Don Ratl tuvo su primer hijo cuando tenia 24 anos, al segundo cuando tenia
28 anos y al tercero cuando tenia 32 anos. Si las edades de sus tres hijos

suman 36 anos. ;Cudles son las edades actuales del padre y de sus hijos?

Carlos y Maria José juntaron $74000 para salir de paseo por el fin de semana
largo. Maria José puso $7000 menos que Andrés. ; Cuanto dinero aport6 cada

uno?

El paseo de fin de ano de un curso, fue organizado de modo que vayan los
ninos con su mamé y su papa. Finalmente asistieron 13 mamés més que
papas, v las mamas fueron 5 menos que los ninos. Si en total asistieron 106

personas, ;cuantos ninos, mamas y papas asistieron?

Tengo 120 animales en mi granja, entre cerdos, ovejas y vacas en mi granja.
Las ovejas son 20 mas que los cerdos, y las vacas son 5 mas que las ovejas.

. Cuantas ovejas, vacas y cerdos hay?

En la billetera de Elisa hay 62 billetes, entre billetes de $5000, $2000 y $1000.
Ella tiene el doble de billetes de $5000 que de $2000 y los billetes de $1000
son dos mas que los billetes de $5000. ; Cuantos de cada tipo de billete hay?

En un cajén tengo naranjas, manzanas y platanos. Si hay el doble de
manzanas que de naranjas, y el doble de platanos que de manzanas. Si en

total tengo 126 frutas, ;cuédntas frutas de cada tipo hay?

Me compré unas gafas, un libro y un sombrero. El libro me cost6 la mitad de
lo que me costaron las gafas y el sombrero lo mismo que el libro y las gafas

juntas. Si gasté en total $84000, ;cuanto me cost6 cada articulo?

En la eleccion a alcalde de Pelotillehue, Condorito obtuvo el triple de votos

que Pepe Cortisona, y Ungenio 500 votos mas Condorito y Pepe Cortisona
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juntos. Si en total votaron 12500, y nadie voté nulo o en blanco, jcuéntos

votos obtuvo cada uno?

La edad de Pedro es el doble de la edad de Maria. Si en 5 afios més sus

edades sumarén 43 anos, jcuales son sus edades actuales?

En el garaje de una fabrica de respuestos de transporte, hay 110 vehiculos

entre autos y motos. Si las ruedas suman 360, ;cuantos autos y motos hay?

Andrea a rendir una prueba para ingresar a la PDI, la cual consiste en 20
preguntas. Por cada respuesta correcta se le asignan 3 puntos, y por cada
respuesta incorrecta se le restan 2 puntos. ;Cuantas respuestas acerto, si

obtuvo un puntaje de 30 puntos?

Para la rendicién de la PSU en un liceo, se regalaron 96 lapices, los cuales se
dividen entre lapices pasta y lapices grafito. Si cada lapiz pasta costdo $800
y cada lapiz grafito cost6 $650, obtenga una expresion para el costo total de
los lapices. Si el costo total fue de $69300, ;cuantos lapices de cada tipo se

regalaron?

Susana se va a comprar un pantalén y una polera. Al observar los precios
en la tienda, se da cuenta que entre ambas prendas debe pagar un total de
$48000. Sin embargo, al llegar a la caja, le cuentan que por comprar ambos
articulos, el pantalon tiene un 20 % de descuento, por lo que tiene en pagar

en total solo $42000 ;Cual es el precio original de cada articulo?

José y Agustin circulan en bicicleta por una carretera el uno hacia el otro,
estando a 30 km de distancia entre si. José avanza a una rapidez de 20’%” y
Agustin a 16%”. . Cuanto tiempo debe transcurrir para que José y Agustin

se encuentren?

El asaltante de un banco arranca en un automoévil, a una rapidez promedio
de 60’%". A las 2 horas, lo empieza a perseguir un auto policial, el cual va
a una rapidez promedio de 100’%”. LAl cuénto tiempo de partir, la policia

alcanzara al asaltante?
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s) Para su fiesta de cumpleafnios, Laura quiere comprar chocolates, y para ello
dispone de un monto fijo, con el cual segin lo cotizado le alcanzan 40
chocolates. Sin embargo, el dia que fue a comprarlos, not6 que el precio
de cada chocolate aumento6 en $100, por lo que solo pudo comprar 35. ; Cuél

era el precio inicial de cada chocolate?
11. Obtenga una ecuacién cuadratica:

a) Cuyas soluciones son x; = 3y x5 = 4.

b) Cuyas soluciones son x; =1y x5 = 5.

¢) Cuyas soluciones son z; = =1y x5 = 3.

: 1 1
d) Cuyas soluciones son z; = 3 y 2o = —=.
e) Cuyas soluciones son x; =2y 19 = —2.

f) Cuya tnica solucion es z = —3.
Para cada ecuacion obtenida diga cudl es el valor de a,b y c.

12. Determine para qué valores de o en R, la ecuacion cuadrética z? — 4z + a? = 0

tiene una tnica solucion real.

13. Para cada una de las siguientes expresiones, determine qué valor se le deberia
sumar para que corresponda a un cuadrado del binomio, e indique cudl seria tal

cuadrado del binomio.

a) x? + 2z f) 2% + 14z
b) x%+ 10
) @+ 100 g) =* — 18z
c) 22 —8x

h) 22 +5
d) 2% —4x ) @i+ 5
e) v —x i) 22 — Tx
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14. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas,

14.1) Usando factorizacion, cambio de variable y o completacion de cuadrado,

segln sea el caso.

14.2) Usando la formula de la solucion de una ecuacion cuadratica.

a) 2 —169 =0 1) 422+ 72 —-2=0
b) 2> +x =0 m) 9224+ 6z +1=0

¢) 2 =132 +36 =0 n) 42> —4r —3=0
d) %+ 400 =0 i) 22 -2z —1=0

e) 22 —2x—35=0 0) ¥ — 4z +1=0

f) 22 +22-35=0 p) 22 +z=-1

g) 4x? — 20z = 24 q) 22 —10z +20=0
h) 22 —2—-6=0 r) 22 —2az + (a®* — b) = 0 con a,b cons-
i) 22 = 108 — 3z tantes reales y b > 0
D)2 —a—1=0 s) 4a? =2z — £ =0
k) 322 — Tz +4=0 t) x2+1=%2+3

15. Sea ¢ € R. Considere la ecuacion
2 _
x°—6xr+c=0
. Cuéles son todos los valores de ¢ para los cuales esta ecuacion tiene

a) dos soluciones distintas?
b) una sola solucién?

¢) ninguna solucion?

en R?
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16. Resuelva cada problema siguiente, planteando y resolviendo una ecuaciéon

cuadratica

a) Don José desea cercar un terreno para cobijar a sus animales, en el cual el
largo sea el doble del ancho. Si la longitud se aumenta en 15 m y el ancho
disminuye en 1 m, don José podria cobijar el doble de animales que con el

plan inicial. ;Cuéles serdn entonces, las dimensiones del nuevo terreno?

b) La suma de dos nimeros es 9 y la suma de sus cuadrados es 53. Encuentre

los numeros.

¢) Una escalera estd apoyada sobre una pared. Si la altura que alcanza la
escalera sobre la pared es de 3 metros, v la distancia desde el pie de la
escalera hasta la pared es la mitad de la longitud de la escalera, ;cuanto

mide la escalera? Dato: Use v/3 ~ 1,7.

d) Un connotado escritor de novelas, manda a hacer su tltima novela a la
imprenta de Don Daniel. Le solicita que cada hoja tenga 260 cm? de area y
que el texto tenga un largo de 17 ¢m y un ancho de 10 ¢m, con margenes de

igual medida, tal como se ve en la figura:

10 cm

17 cm

d1) ;Cual es la longitud del margen?

d2) ;Cuaéles son las medidas de la hoja?
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El peso ideal P, en kilogramos, de un hombre entre 25 y 59 anos, de

constituciéon mediana, que mide x metros, viene dado por
P =52,92% — 126,8243z + 131,08 textcon 1,55 <z < 1,9
Actualmente Marcelo pesa 74, 2 kgs. Para que éste fuera su peso ideal, jcual

debiese ser su estatura? Use calculadora.

Un equilibrista debe recorrer una cuerda, la cual tiene cada extremo atado

a un poste, tal como muestra el dibujo:

N \i\\
e N

Se pretenden ubicar los postes a 12 metros de distancia entre si. Ademés el
poste més pequeno mide 1 metro de altura. Si la cuerda, mide 15 metros,

.qué altura debe tener el poste mayor?

Un pequeno empresario que vende floreros de vidrio, desea comprar floreros
al por mayor. Para ello, dispone de un total de $360000. Su idea es vender
cada florero en $2000 méas de lo que valian originalmente. Una ganancia de
$407000 lo dejaria conforme. Sin embargo, se acuerda que debe regalar 3

floreros a su madre
gl) Si compré x floreros, determine, en funcion de z, el precio de compra de
cada florero, y el precio de venta de cada florero

g2) En virtud de lo obtenido en a), determine, en funciéon de x, la ganancia

total obtenida al vender 3 floreros menos que x.

g3) {Cuéntos floreros debe comprar?
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h) Don Hernan, que toda su vida ha vivido en Puerto Varas, usualmente va

en su auto particular a ver su sobrina Beatriz a Valparaiso, recorriendo una

distancia en carretera de 1120 kms. Debido a una emergencia, Beatriz llama

a su tio, para que venga urgente a Valparaiso. El decide ir, y pretender ir a

20 k”Tm més rapido de lo usual, de modo de llegar a destino 3 horas antes de

lo presupuestado.

hl) Sea x la rapidez usual de Hernan. Determine en funcion de x, la rapidez

con la que debe ir ahora, el tiempo que demoraba usualmente, y el tiempo

que demorara ahora.

h2) ;Cual debe ser la rapidez del auto de Don Hernan, para cumplir con lo

pedido?

17. Determine el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones:

a)

r+3<7
—2r < -8
3

2 1<9
" T =

L
10

x+%>1
r<2r—-1<3-—=x
2? > 25

2 > —25

42 — 162 < 0
3+ >0

2 —2x—8<0

2 4+2r4+10<0

<
r+1 = 3x—1

4 — x?

<0

3r+1
1—=z

q) x < a2?

[¢2]
~—

x+1< T
r—3 x+2
3+ 1

z+1
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18. Resuelva cada problema siguiente, planteando y resolviendo una inecuacién:

a)

Una compania de telefonia ofrece un plan mensual que consiste en un
cargo fijo de $8500 y $80 por cada minuto que se habla. ;Cuantos minutos
mensuales debe hablar Daniela para que el valor del plan sea menor de

$149007

Oscar trabaja en la tienda de vestuario “Nuevo Sol”. En esta tienda, recibe
un sueldo mensual base de $300000 méas una comision del 6 % por ventas.
Decide cambiarse de trabajo, ahora a la tienda de vestuario “S6lo moda”, en
el cual recibe un sueldo mensual base de 290000 méas una comision del 8 %
por ventas. ;Cuanto debe vender Oscar en el mes, para que le convenga el

cambio de trabajo?

El porcentaje de ganancia R, al vender un determinado articulo, cuyo costo

de fabricaciéon es de C' pesos, v cuyo precio en el mercado es de P pesos,

P-C
-1 R

Juanito instalé un negocio de hamburguesas. El costo de fabricacion de cada

viene dado por

hamburguesa es de $1500. Juanito pretende obtener una ganancia por lo
menos del 40 %, de modo de poder pagar sus deudas, pero no superior al
60 %, de lo contrario violaria las reglas de competencia del mercado. ;Entre

qué valores debe estara el posible precio de las hamburguesas?

Desde la azotea de un edificio de 54 metros de altura se lanza una pelota

m
hacia arriba con una velocidad inicial de 30—. La altura de la pelota a los ¢
s

segundos de ser lanzada, viene dada por
h(t) = =5t 4 30t + 54.

LEn qué intervalo de tiempo, la pelota estd mas alto que el edificio?

Don Leonel debe comprar una maquina fumigadora para su campo. La opcion

A es una fumigadora que cuesta $100000, y cuya mantencion anual se estima
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en los $20000. La opcién B es una fumigadora que cuesta $80000, y cuya
mantencion anual es del orden de los $25000. ;Cuél es el minimo de anos de
uso de la fumigadora, de modo que a Don Leonel le sea més econémica la

opcion A?

Para que un cierto medicamento tenga efecto en un paciente, su concentra-

cion en el torrente sanguineo debe exceder de cierto valor, que se denomina

concentracion minima eficaz, denotada por CME. Suponga que la concentra-
mg

cion ¢ de un medicamento (en “¢), a las ¢ horas de haberlo consumido (en

una dosis fija), viene dada por

208
244

y que su CME es de 4%2. ;En que periodo de tiempo se sobrepasa esta

concentracion minima?

19. En cada caso, determine y resuelva

a)

la inecuaciéon que representa a todos los niimeros reales que estan a 3 unidades

de 0.

la inecuacion que representa a todos los niimeros reales que estdn a 3 unidades

de 5.

la inecuacion que representa a todos los niimeros reales que estan a lo més

a 4 unidades de 5.

la inecuacién que representa a todos los ntimeros reales a méas de 6 unidades

de 5.

la inecuacién que representa a todos los niimeros reales que estan a menos

de 7 unidades de —3.

la inecuacién que representa a todos los niimeros reales que estan a lo menos

a 4 unidades de —3.
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g) las inecuaciones que representan a todos los nimeros reales que estan a més

de 4 unidades y menos de 7 unidades de 3.

h) las inecuaciones que representan a todos los nimeros reales que estéan a lo

menos a 5 unidades y a lo mas a 8 unidades de —1.

En cada caso, grafique el conjunto soluciéon obtenido, y verifique que cumple con

la condicion planteada.

20. Determine el conjunto soluciéon de

= 2
a) [4z+3| = h) ‘1_2$|<1
b) |3 —z| = 5 {%‘Sl
¢) lx+3]=|5— Tz | )
d) |z > -3 2+ 533_1‘>1
e) |z —1] <=2 k) |+ 2+l — 2| > 7
f) |4z +3] <7 ) [22+8| < |z + 1] +3
9 frsil 24 w £ <o

21. Extrayendo raiz cuadrada cuando sea necesario, resuelva las siguientes inecuacio-

nes:
a) x? > 49 c) 42> —8>0
b) o2 < 144 d) 9—2522>0

22. Usando completacion de cuadrado y luego extrayendo raiz, obtenga el conjunto

solucion de las siguientes inecuaciones

a) x? —2x > 8 ¢) 2 —3x—4>0

b) 22 +8x -9 <0 d) 2> —5x—36<0
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23. Obtenga el conjunto soluciéon de:

a) Vel+dr=x+1 g) /=<1

x+2

h) o >xz—2

i) Va2+1<uz
r<y—x—1 ) VT +5+4/r<5

f) 20 —2< Vo +2 k) Vo —2—vor —7>1

24. De un grupo de 50000 recién nacidos en 2017, se estima que la cantidad p(x) de

personas que vivirdn hasta la edad de x anos, viene dada por
p(z) = 50004100 — x

a) (Cuéantas personas viviran hasta los 64 anos?
b) ;Hasta que edad viviran los ultimos 20000 sobrevivientes?

¢) (Desde que afo ya no quedaran personas vivas de este grupo?

25. Para ir desde la ciudad de Villa Feliz hasta una cierta playa, se deben recorrer 20
kms en linea recta hacia el este y luego 25 kms hacia el norte. La alcaldia de la
zona pretender invertir en la construcciéon de un puente, el cual estaria ubicado
de modo que desde Villa Feliz se recorra una cierta cantidad de kms hacia el este,

y luego se avanze por el puente directamente hacia la playa.

villa |
A
feliz

20

Se pretende que el puente acorte el trayecto, de modo que un auto se demore 20

minutos en llegar a la isla, todo esto considerando que la rapidez promedio por la



316 CAPITULO 4. NUMEROS REALES Y LENGUAJE ALGEBRAICO.

autopista hacia el este es de 60’%” y que se pretende que la rapidez promedio por
el puente sea de 100%”. A cuantos kms de Villa Feliz se debe ubicar el puente?

(Use calculadora)

26. Determine si cada conjunto siguiente es acotado superior y/o inferiormente. En
caso afirmativo, determine su infimo y/o supremo segin corresponda.
b) ]-3,—2[U]2,4+o0[ e) {1+%:neN}

c) |-3,-2[U]2,3| f) {(-=1)" :n e N}



Capitulo 5

Induccion, progresiones y teorema del

binomio.

5.1. Introduccién.

En este capitulo primero estudiaremos el principio de Induccion Matematica, el cual
nos permite demostrar propiedades de los niimeros naturales, a través de una especie
de efecto dominé: es decir, si en primer lugar una propiedad es valida para 1, y en
segundo lugar, cada vez que es cierta para un ntimero natural k, también lo es para su
sucesor k + 1, entonces es cierta para cualquier nimero natural. La razéon de esto, es
que si la propiedad es cierta para n = 1, segiin lo mencionado también sera cierta para
su sucesor n = 2, y luego también para el sucesor de n = 2, es decir para n = 3, y asi
sucesivamente.

Con este principio, probaremos por ejemplo, que la suma de los cuadrados de los

primeros n numeros naturales, o sea, la suma

12422 +32 4+ ... +n?

tiene como resultado w. Esto quiere decir, por ejemplo que
20-21-41
12++22+32+...+202=T:zsm.

317
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En segundo lugar, estudiaremos progresiones aritméticas y geométricas, las cuales
son secuencias de niimeros reales, en las cue existe un patréon que ya especificaremos.

Un ejemplo de una progresion aritmética (P.A.) es
2.5.8.11
y un ejemplo de una progresion geométrica (P.G.) es
3,12,48,192.

También veremos algunos problemas los cuales pueden resueltos mediantes progresiones

de este tipo, tales como:

Una persona viajo a Brasil de vacaciones y contrajo un virus. Llego a Chile, y durante
el 1 de Marzo contagio a 3 personas. Cada una de estas 3 personas, durante el 2 de
Marzo, contagio a 8 personas cada una. A su vez, cada uno de los contagiados el
sequndo dia, durante el 3 de Marzo contagio a 3 personas, y asi sucesivamente.
Considere que cada persona solo contagio a 3 personas. St el 12 de Marzo llego el
antidoto a Chile y nadie se habia sanado hasta ese momento ;Cudntas personas

debieron consumirlo?

En tercer lugar, estudiaremos el teorema del binomio, el cual nos permite calcular
potencias de expresiones de la forma (a + )", a través de ciertas regularidades en los

términos resultantes. Recordemos, por ejemplo, que la potencia (a + b)3 corresponde a
(a +b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°.

Aqui notamos que, de izquierda a derecha, las potencias de a van disminuyendo, y las
potencias de b van aumentando. Ademés los coeficientes son 1, 3, 3, 1. Por otro lado, los
coeficientes de (a + b)2 son 1,2,1. Todo esto, nos va dando una idea de coémo obtener una
formula general para (a + b)", y asf poder calcular potencias o términos de potencias

tales como (1 — 3x)6, sin necesidad de realizar la multiplicacion del factor 1 — 3.
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5.2. Induccién matematica.

Analizemos la siguiente secuencia:

Observando cada figura por filas, desde abajo hacia arriba, vemos que:

La primera figura tiene

1 punto.

La segunda figura tiene

1+ 2 puntos.

La tercera figura tiene

1+ 2+ 3 puntos.

La cuarta figura tiene

1+ 2+ 3+ 4 puntos.
En general, la n-ésima figura tiene
1+2+3+...+n puntos.

Por otro lado, consideramos la secuencia de rectangulos

en la cual, la cantidad de puntos de cada figura se puede obtener multiplicando el
ntimero de filas por el nimero de columnas. Por otro lado, cada figura tiene 1 columna
méas que filas. De este modo, la n-ésima figura tiene n filas y n + 1 columnas. Por lo

tanto, la n-ésima figura tiene n(n + 1) puntos.
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Ademas, cada rectangulo de esta sucesion tiene el doble de puntos que la figura que
estad en la misma posicion de la primera secuencia planteada, lo cual se puede apreciar

trazando una especie de diagonal en cada rectangulo:

DS S

Asi, establecemos la conjetura que, para cada n € N, se tiene que

1
1+2+3+...+n:%. (5.2.1)

Visto desde otro punto de vista, esta conjetura nos plantea que la suma de los n primeros
nimeros naturales corresponde a la mitad del producto entre n y su sucesor n + 1.

Podriamos comprobar que la formula (??) es verdadera para varios valores de n, sin
embargo, ;cémo poder estar seguros que esta formula es cierta para cualquier ntimero
natural n?
Note que la formula (?7) es cierta para el primer niimero natural, es decir, para n = 1,
en efecto

1-2

1=—=
2

(es decir, considerando solo el primer nimero natural en la suma de la izquierda, en
este caso 1.)

Supongamos ahora que (?7?) es valida para un cierto valor de n, llamado n = k.
O sea, que la féormula se cumple para la suma de los k£ primeros nimeros naturales.
Intentaremos probar que (?7) es cierta para su sucesor n = k + 1. Es decir, queremos
probar la formula es valida para la suma de los k + 1 primeros niimeros naturales.

Si probamos la aseveracion del parrafo anterior, entonces habremos probado que
(7?) es cierta para todo ntumero natural n. La razon es que como sabemos que (?7) es

cierta para n = 1, entonces también seré cierta para su sucesor n = 2, y como es cierta
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para n = 2, entonces también es valida para su sucesor n = 3, y asi sucesivamente. Es
decir, se produce un “efecto domino”.

Intentemos probar lo mencionado. Si (??) se cumple para n = k, entonces

Kk + 1
1+2+3+...+k:%, (5.2.2)

aseveracion que recibe el nombre de hipétesis inductiva y es denotada por H.I.

Debemos probar que (?7?) es cierta para n = k + 1. O sea, debemos probar que

(k+1)(k+2)
2 J

1+4243+...+(k+1)= (5.2.3)

aseveracion que recibe el nombre de tesis inductiva y es denotada por T.1. Note que

la tesis inductiva corresponde a

(k+1)(k +2)
> :

14+2434+...+k+(k+1)=

Luego, sumando k + 1 en H.I (??) (dado que k + 1 es el término que nos falta en la

suma de la H.I.), se deduce que

1+2+3+...+k+(k+1):k<k—+1>+

=(k+1) (§+1)
(k+1)(k+2)

5 :

(k+1)

De este modo, la tesis inductiva es verdadera. Por lo tanto, es verdad que

1
vneN;1+2+3+...+n:@. (5.2.4)

Generalizamos el método con el cual demostramos (?7?), el cual llamamos principio

de induccién matematica.
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Principio de Induccién Matematica: Sea f(n) una funcion proposicional, para

n € N. Si
» f(1) es verdadera.
» Vk € N: f(k) es verdadera = f(k + 1) es verdadera.

Entonces, f(n) es cierta para cualquier nimero natural n, es decir,
Vn e N: f(n)

es verdadera.

Observacion 5.2.1. El principio de induccion matemética nos afirma que si f(n) es

una funcion proposicional en N, la cual
= Es vélida para el primer nimero natural, es decir para n = 1,

= Cada vez que es valida para un nimero natural k, también lo es para su sucesor

k1,

entonces f(n) es verdadera para cualquier ntimero natural n. Un argumento para
justificar esto, es que como f(n) es cierta para n = 1, entonces por la segunda condicion,
también serd cierta para su sucesor n = 2, y como es cierta para n = 2, de nuevo por
la segunda condicién, también sera cierta para su sucesor n = 3, y asi sucesivamente,

de modo que f(n) es cierta para todo nimero natural n.

Ejercicio 5.2.1. Considere las sumas

u 1:1
n 14+3=4
= 14+34+5=09

1+3+5+7=16



5.2. Induccién matemaética. 323
a) Congeture: ;Cudl es el valor de la suma de los n primeros naturales impares?

Solucién. Observando las sumas dadas, conjeturamos que para cualquier nimero

natural n, la suma de los n primeros impares corresponde a n?, o sea que

1+3+...+(2n—-1)=n (5.2.5)
b) Demuestre la formula obtenida en a), usando el principio de induccion matemd-
lica.
Solucién. Se tiene que
= la aseveracion (77?) es cierta para n = 1, dado que
1=1%

(es decir, si consideramos solo el primer niimero impar en la suma, en este

caso 1).

» suponemos que (?7) es cierta para n = k. O sea, que la suma de los k

primeros impares es k2. Asf,
HI :14+3+...+02k-1)=Fk

(esta ultima expresion se obtiene simplemente reemplazando n = k en (77)).
Probemos que (?77) es cierta para el sucesor de k, es decir, para n = k + 1.
O sea, debemos probar, que la suma de los k + 1 primeros niimeros impares

es (k+ 1)%. De este modo,
T :1+34...+2k+1)=(k+1)

(esta expresion se obtiene simplemente reemplazando n = k+1 en (??)). La

tesis inductiva también puede expresarse como

TI:1+434...+2k—1)4+Qk+1)=(k+1)
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(dado que 2k — 1 es el impar anterior a 2k + 1). Sumando 2k + 1 en ambos
miembros de la H.I. (dado que 2k + 1 es el impar que falta en la suma de la

H.I.), obtenemos que
14+3+...+2k—1)+ (2k+1)=k*+2k + 1.

O sea,

143+ 4+ 2k—1)+2k+1)=(k+1)%

De este modo, hemos probado la T'.1..

Por lo tanto, debido al principio de Induccion Matematica, (??7) es verdadera.
Es decir, para cualquier nimero natural n, la suma de los n primeros impares,
corresponde al cuadrado de la cantidad de nimeros impares que se suman, o sea

a n2. m

Ejercicio 5.2.2. Consideremos la sucesion de término general a, = 4™ — 1. Algunos
términos de esta sucesion son

3,15,63,255, ...

Note que los primeros términos de esta sucesion son divisibles por 3. Nuestra conjetura
es que

Vn € N: 4" — 1 es diwvisible por 3.

Demuestre esta conjetura usando induccion matemdtica.
Solucién. Usamos el principio de Induccion Matematica:

= El primer término de esta sucesion, el cual es 3, es divisible por 3, dado que
3
- =1
3

= Suponemos que el k-ésimo término de esta sucesion es divisible por 3, es decir,

suponemos que 4% — 1 es divisible por 3, lo cual formalizamos como

4k 1
3 ¢

HI :dgeN:
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. e e ey, k_ ,
(Es decir, que la division % nos da como resultado un nimero natural ¢).

Queremos probar nuestra 7.1., la cual corresponde a que el término que esta en
la posicién k + 1 de la sucesion, es decir 4*t! — 1, es divisible por 3. Asi:

LS|

TI.:3dpeN:
P 3

e e, k+1_
De este modo, para probar la T.1., debemos mostrar que la division 2 3 ! nos da

L, . ., k+1__ .
como resultado un nimero natural p. Consideramos la expresion %. Se tiene

que
41 kg

3 3
(3¢ +

4—-1

1) -
; (despejando 4% de la H.I. y reemplazandolo.)

12¢ + 3

3

=4q+1.

Como g € N, entonces 4¢+1 € N, y de este modo p = 4¢+1, con lo cual probamos

nuestra tesis inductiva (en el fondo, nuestro trabajo apunté a simplificar el 3 del

aktl_1

5—, de modo que lo obtenido sea un nimero natural). Asi,

denominador de

por el principio de Inducciéon Matematica, nuestra conjetura es valida. O]

Nos planteamos la pregunta: ;qué ocurre si la propiedad que queremos probar es
véalida a partir de un ntiimero natural a > 1 en adelante? Para estos casos, tenemos el

principio de induccién matematica, en una version mas general:

Principio de Induccion Matematica, versidn general: Sea f(n) una funciéon

proposicional, para n € Ny a € N fijo. Si

= f(a) es verdadera.

» Vi e Nk >a: f(k) es verdadera = f(k + 1) es verdadera.
Entonces, f(n) es cierta para cualquier nimero natural n > a, es decir,

Vn>a: f(n)
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es verdadera.

Ejercicio 5.2.3. Considere algunas potencias de 2:

n 21 =2
s 22 -4
[ ] 23:8

a) Conjeture: ja partir de qué valor de n, se cumple que 2™ > n+ 17
Solucidén. Conjeturamos que esto es cierto a partir de n = 2, es decir que

VneNn>2: 2">n+1.

b) Demuestre la conjetura establecida en a), usando el principio de Induccion

Matemdtica
Solucién. Usamos el principio de induccién matematica como sigue:

= Sin =2, entonces

2" =4

n+1=3,
por lo que la aseveracion es verdadera para n = 2.

= Sea k > 2. Suponemos que la desigualdad es cierta para la k-ésima potencia
de 2, es decir,

HI:28>Fk+1.

Intentaremos probar que la desigualdad es cierta para la (k + 1)-ésima

potencia de 2. Es decir, debemos probar que

T.0.: 2" > k49,
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Multiplicando la H.I. por 2, obtenemos
2F+ > 2k 4 2. (5.2.6)
Si ademas se cumpliera que
F > 9k 42>k +2 (5.2.7)

entonces, por transitividad, nuestra tesis estaria probada.

Vemos que

2k+2>k+2< k>0

Como k > 2, entonces (?77?) es verdadera, y nuestra T.I. queda probada.

De este modo, nuestra conjetura queda demostrada. O

5.3. Sumatorias.

Consideremos la suma

124+ 22+ 3+ ... +n% (5.3.1)

en la cual se adicionan los cuadrados de los n primeros nimeros naturales. Queremos
obtener una formula para obtener su resultado. En primer lugar, introduciremos el
simbolo > (el cual corresponde a la letra griega Sigma) para denotar nuestra suma

(?77?), la cual se expresa como
n

> it

=1

En la notacion dada:
» 72 nos indica el patrén que siguen los términos que se estan sumando.

» i = 1 es el valor que se debe reemplazar en i, de modo de obtener el primer

término de la suma, el cual es 12.
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= el valor n que aparece en la parte superior corresponde al nimero que debe ser

reemplazado en 2, de modo de obtener el dltimo término de la suma, el cual es

n?.

los valores de ¢ que deben ser reemplazados para formar nuestra suma (??) son

los niimeros naturales que cumplen que 1 <i < n.

esta se lee como “sumatoria desde i = 1 hasta n de los .

Antes de encontrar la formula planteada al inicio, vemos la definicion de sumatoria:

Definicién 5.3.1. Sea aq,as, ..., a, una sucesion finita de nimeros reales. La suma

ap +as+az+...+ay

denotada en notacion sigma, corresponde a

n

> a; (5.3.2)

i=1

lo cual se lee como “sumatoria desde 1 = 1 hasta n de los a;”.

En la notacién dada:

a; nos indica el patron que siguen los términos que se estan sumando.

¢t = 1 es el valor que se debe reemplazar en a;, de modo de obtener el primer

término de la suma, el cual es a;.

el valor n que aparece en la parte superior corresponde al nimero que debe ser
reemplazado en a;, de modo de obtener el ultimo término de la suma, el cual es

Q-

los valores de i que deben ser reemplazados para formar nuestra suma (??) son

los niimeros naturales que cumplen que 1 <i < n.

esta se lee como “sumatoria desde ¢ = 1 hasta n de los a;”.
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Veamos algunas propiedades de la notacion sigma.

Ejercicio 5.3.1. Considere la suma

n

=1

Esta suma corresponde a
(a1 +b1) + (ag +b2) + ...+ (a, + by).
Reagrupando los a; y los b;, esta queda como
(@ +as+...+a,)+ (b1 +by+ ...+ by) (5.3.3)
Usando la notacion sigma, ;como podemos expresar (77)%

Solucién. La expresion (?77) corresponde a

=1 i=1

En base al ejercicio anterior, tenemos la propiedad:

Proposicion 5.3.2. Sean (a;)!, y (b;)!-, dos sucesiones finitas de nimeros reales. Se

tiene que
n n n

i=1 i=1 i=1
Observacion 5.3.1. Es decir, la sumatoria de una suma de términos, se puede separar

en suma de sumatorias.

Ejercicio 5.3.2. Sea ¢ € R. Considere la suma

n

Z(cai).

i=1
Esta suma corresponde a

cay + cas + ...+ ca,.
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Factorizando c en la igualdad anterior, obtenemos

clag +as+ ...+ ay,) (5.3.4)
Usando la notacion sigma, ;como podemos expresar (77)%

Solucion. La expresion (?7) corresponde a

Enunciamos la segunda propiedad de sumatorias:

Proposicion 5.3.3. Sea (a;)!_, una sucesion finita de nimeros reales y ¢ € R. Se tiene

que
n n
E ca; = C E a;
i=1 =1

Observaciéon 5.3.2. Es decir, si una constante c¢ es factor comiin de todos los términos

de una sumatoria, entonces c “sale” de esta, multiplicando a la sumatoria resultante.

Con estas dos propiedades, estamos en condiciones de resolver nuestra interrogante,

es decir, encontrar una formula para

Ejercicio 5.3.3. Sea i un numero natural. Notemos que
(i+1)7° - =32+3i+1

(Lo cual se deduce al desarollar (i 4+ 1)*). De este modo,

n n

S l+1P ] = [3% +3i + 1] (5.3.5)

=1 i=1
a) Usando las propiedades enunciadas de sumatorias, reexprese la sumatoria de la

derecha en (77).
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Solucién. Aplicando la propiedad de la suma, obtenemos:

n

> [3i+3i+1] :i3i2+i3i+il.
i=1 i=1 i=1

i=1
Ahora sacando las constantes multiplicativas “hacia afuera” de cada sumatoria,

obtenemos que
i [3i® + 3i + 1] :3i¢2+3i¢+i1.
i=1 i=1 i=1 i=1

oA qué expresion de n corresponde la sumatoria de la derecha en (?7)7

Solucién. Vemos que

n

S li+1)° =] = [2° = 194+ [3° = 2°] 4+ [4° = 3°] ...+ [n® — (n— 1’|+ [(n + 1)° — n?].

=1

Note que se cancelan todos los términos excepto (n + 1)3 y —13. De este modo,

d i+ 1)’ =] = (n+1)° = 1° =0’ +3n” + 3n.
=1

n

Reemplaze las expresiones obtenidas en a) y b) en (?77), y despeje Z i2,

=1

Solucidén. Realizando lo pedido, obtenemos
n® 430" +3n =3 #+3Y i+ 1 (5.3.6)
i=1 i=1 i=1

n
Antes de despejar Z i?, notamos que
i=1

- 1
Z¢=1+2+...+n=@ (5.3.7)
=1

(segtin lo visto en el capitulo de induccion). Ademas,

lel—l—l—}—...—l—l(nveces):n. (5.3.8)
i=1
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Reemplazando (??) y (??) en (?7), se deduce que

3 2 ~ n(n+1)
3 3 :3E 33— .
n° +3n° + 3n i:12+ 5 +n

Despejamos la sumatoria en cuestion, obteniendo que

22 2n3 —|—3n tn n(2n*+3n+1)
G .

Factorizando a la derecha, se deduce finalmente que

ZZ n+1)(2n+1)'

Observacion 5.3.3. Las propiedades de la sumatoria

n
E ai,
i=1

también son validas si la suma parte desde i = m, con m > 1. Nos referimos a

n

Zai:am+am+1—i—...+an.

i=m

Ejercicio 5.3.4. Considere la suma

52 4+ 6%+ ...+ 302

a) Exprese tal suma en notacion sigma.

Solucién. Se tiene que
52 4+6%+...+30% = Z 2

b) Obtenga el valor de la suma en cuestion.

Solucion. Planteamos dos formas:
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= Primera forma: Para que nuestra suma partiera desde ¢ = 1 hasta ¢ = 30, le

faltan los términos desde ¢ = 1 hasta ¢ = 4, por lo que

ey

Usando la formula (?7) en las sumatorias de la derecha, se deduce que

30

30-31-61 4-5-9
it = — — 9425.
6 6
1=5
30
= Segunda forma: Queremos que Ziz parta desde 1 y no desde 5. Para tal
i=5

efecto, hacemos un cambio del indice ¢ al indice j. Este cambio corresponde
a j =1 —4. Notemos que si ¢ = 5 entonces j = 1, y si ¢ = 30 entonces j = 26.

Ademas ¢ = j + 4, por lo que nuestra sumatoria queda como

30 26
D =) +4
i=5 j=1

Desarrollamos el cuadrado del binomio y aplicamos propiedades de sumato-

rias, deduciendo que
30 26 26 26
SIS SRS SIART) it
i=5 j=1 j=1 j=1
De este modo, aplicando féormulas de sumatorias ya obtenidas, se tiene que

8 16 - 26 = 9425.
6 * 2 *

,  26-27-53  26-27
27 =
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5.4. Progresiones.

5.4.1. Progresiones aritméticas.
Ejemplos de progresiones aritméticas son

= la progresion

2,6, 10, 14,

en la cual los términos van creciendo de 4 en 4. De otro modo, cada término

después del primero, se obtiene suméndole 4 al término anterior.

= la progresion

1
a) 17 §7 27 §7
2 2 2

en la cual, cada término después del primero, se obtiene suméndole % al término

anterior.

= la progresion

10,7,4,1, -2, —5,

en la cual, cada término después del primero, se obtiene restandole 3 al término

anterior, o sea, sumandole —3.
Formalmente, tenemos que

Definicién 5.4.1. Una progresion aritmética, denotada por P.A., es una secuencia
de numeros reales, en la cual cada término después del primero, se obtiene sumdndole
al término anterior, una cantidad fija d, llamada diferencia comin. De este modo,

st a es el primer término, entonces la P.A. de n términos es
a,a+d,a+2d,...,a+ (n—1)d.
Ejercicio 5.4.1. Considere la P.A.
a,2,x,y,14

¢ Cudles son los valores de a,x,y?
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Solucién. Note que, por la definicion de P.A., si d es la diferencia comtn, entonces

2=a+dy 14 =a+4d.

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que d =4y a = —2. De este modo,
la P.A. es

—2,2,6,10, 14,
yasiz=6ey=10. O

Ejercicio 5.4.2. Obtenga una formula para calcular la suma de los n términos de una

P.A.
Soluci6én. Consideremos la P.A. de n términos
a,a+d,a+2d,...,a+ (n—1)d.
Su suma S,, viene dada por
Sp=a+(a+d)+(a+2d)+ ...+ (a+ (n—1)d).
El término a se suma n veces, por lo que
Sp=na+[d+2d+...+ (n—1)d.
Factorizando por d, se deduce que
Sp=na+dl1+2+...4+(n—1)].

La expresion del corchete corresponde a la suma de los n—1 primeros niimeros naturales,
, P . ., . —1
cuyo valor, segin la formula vista en la seccion anterior (?7), corresponde a w De

este modo, reemplazando obtenemos que

(n—1) _ 2na+dn(n—1).

n
S, = d
na —+ 5 5

Finalmente, factorizando por 3, se deduce que

S, = g(2a + (n - 1)d), (5.4.1)
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o equivalentemente que

Sy =n (“ i a”) (5.4.2)
2
(Note que (??) se obtiene expresando (??) como S,, = g(a +a+ (n—1)d)). O

Proposicion 5.4.2. La suma de los n primeros términos de una P.A., la cual es

denotada por S,, viene dada por

(n—1)

S, = na + d- > (5.4.3)

o equivalentemente por

S, =n (a “;a") , (5.4.4)

donde a es el primer término, d es la diferencia comin y a, es el n-ésimo término.
Ejercicio 5.4.3. Calcule la suma de los miltiplos de 3 que estan entre 20 y 136.

Solucién. El primer miltiplo de 3 que esta entre 20 y 136 es 21. Por otro lado, como
al dividir 136 por 3, nos da resto 1, entonces el ultimo multiplo de 3 que esta entre los
nimeros mencionados es 135.

Los maltiplos indicados forman la P.A.
21,24,27,...,135,

con a = 21,d = 3. Ademas, como 135 = 45 -3 y 21 = 7 - 3, entonces la P.A. tiene
45 — 6 = 39 términos (desde el 21 hacia atras, hay 6 multiplos de 3 que no estén en la

P.A.). O sea, n = 39. De este modo, usando (??), se deduce que

21 + 135
S39 = 39 (a +2a39) =39 (+T) = 3042.
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Ejercicio 5.4.4. Se desea llenar con agua un estanque vacio, cuya capacidad es de 800

litros. En el primer minuto entran 21 litros de agua al estanque, y en cada minuto

posterior entran 2 litros mds que en el minuto anterior.

a)

sEn cudntos minutos se llend el estanque?

Solucién. Las cantidades de litros que entran al estanque en cada minuto, forman
la P.A.
21,23,25,27, ...

Es decir, a = 21 y d = 2. Como el estanque se debe llenar, entonces la suma de

los litros que entran debe ser 800. Luego

S, =800 & n (W) — 800 (5.4.5)
s (W) = 800. (5.4.6)

De la dltima expresion, debemos obtener el valor de n, el cual corresponde a la
cantidad de minutos que se demora el estanque en llenarse. La ecuacion (5.3.6),

es equivalente a la ecuacién cuadratica
n* 4 20n — 800 = 0,

cuyas soluciones son n = —40 o n = 20. Como n debe ser positivo, entonces

concluimos que el estanque se llend a los 20 minutos de iniciado el proceso. [

s Cudntos litros de agua entraron al estanque en el iltimo minuto de llenado?

Solucién. Note que asg = 214+19-2 = 59, por lo que en el dltimo minuto entraron

59 litros de agua al estanque. O
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5.4.2. Progresiones geométricas.
Ejemplos de progresiones geométricas son
= la progresion
2,6, 18,54,

en la cual, cada término a partir del segundo, se obtiene multiplicando el término

anterior por 3.

= la progresion

320, 80, 20, 5, Z,

en la cual, cada término a partir del segundo, se obtiene dividiendo el término

anterior por 4, o equivalentemente, multiplicAindolo por %.

= la progresion

3,—6,12, —24, 48,

en la cual, cada término a partir del segundo, se obtiene multiplicando el término

anterior por —2.
En general, tenemos que

Definicién 5.4.3. Una progresion geométrica, denotada por P.G., es una secuencia
de numeros reales, en la cual cada término después del primero, se obtiene multiplicando
el término anterior por una cantidad fija r, llamada razén comin. De este modo, si

a es el primer término, entonces la P.G. de n términos es

Ejercicio 5.4.5. Considere la P.G.
a,4,x,y,108

¢ Cudles son los valores de a,x,y?
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Solucidén. Por definicién de P.GG., si r es la razén comin, entonces
4 =ary 108 = ar’.

Resolviendo tal sistema de ecuaciones (puede ser despejando a de ambas ecuaciones y

luego igualando), obtenemos que r = 3 y que a = %. De este modo, la P.G. es

4

—.4,12,36, 108,

3
yvasix =12 e y = 36. 0
Ejercicio 5.4.6. Determine una formula para la suma de los n términos de una P.G.

Solucién. Consideremos la P.G.

Su suma S,, es

Sp=a+ar+ar®+... +ar" 4 ar"t (5.4.7)

Multiplicando (??) por r, obtenemos
rSy=ar+ar*+ar® +.. . +ar"t +ar”. (5.4.8)

Restando (??) con (77), se cancelan practicamente todos los sumandos del término de
la izquierda, quedando que

rS, — S, =ar" — a,

de donde

]

Proposicion 5.4.4. La suma de los n primeros términos de una P.G., la cual es
denotada por S,, viene dada por

r*—1
r—1"~

S, =a-

donde a es el primer término y r es la razén comauin.
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Ejercicio 5.4.7. Considere la P.G.

DN | —
A~ =
co| —

a) Sila P.G. tiene 15 términos, determine su suma. Dato: Use 57 ~ 0,01.

Solucién. Vemos quea=1y r = %, luego

1\15
ns_q
515 — (2)

b) Sila P.G. tiene n términos, determine una expresion de n para su suma.

Solucién. En este caso,

¢) Sila progresion tiene cada vez mds términos, ;qué ocurre con el valor de su suma?

Solucién. En b), obtuvimos que

1
2n—1

Sp,=2— )
Si la progresion tiene cada vez més términos, esto quiere decir que n es cada vez

1

un namero natural més grande. Si es asi, entonces 5= es cada vez mas cercano

a 0. Luego, el valor de la suma es cada vez mas cercano a 2. ]



5.4. Progresiones. 341

Ejercicio 5.4.8. Una persona viajo a Brasil de vacaciones y contrajo un virus. Llego
a Chile, y durante el 1 de Marzo contagio a 3 personas. Cada una de estas 3 personas,
durante el 2 de Marzo, contagié a 3 personas cada una. A su vez, cada uno de
los contagiados el sequndo dia, durante el 3 de Marzo contagio a 8 personas, y asi

sucesivamente. Si cada persona solo contagio a 8 personas.

a) ¢Cudntos personas se contagiaron el 10 de Marzo?

Solucién. Note que los contagiados por dia forman la P.G. cuyos primeros

términos son

3,9,27,...

Vemos que en esta progresion, a = 3 y r = 3. Ademads, su término general es

a, = 3". Por lo tanto, el 10 de Marzo se contagiaron a;q = 3'° = 59049 personas.

b) El 12 de Marzo llegd el antidoto a Chile. Si nadie se habia sanado hasta ese

momento ;Cudntas personas debieron consumirlo?

Solucién. Determinamos cuéntos contagiados en total habian hasta el dia 12 de
Marzo. Para ello, debemos obtener la suma Sy, de la progresién de contagiados.

Se tiene que
12 1 312 -1
Sw=a-" ~3. — 797160,
r—1 2

por lo que 797.161 personas debieron consumir el antidoto. O]
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5.5. Teorema del binomio.

Ejercicio 5.5.1. En una fdbrica textil, se ofrecieron 4 personas para ocupar los J
cargos directivos del sindicato de trabajadores, los cuales son presidente, vicepresidente,
tesorero y secretario. ;De cudntas formas se puede organizar la directiva, si asumimos

que una persona puede ocupar un solo cargo?

Solucién. Si partimos escogiendo al presidente, entonces para escogerlo tenemos 4

opciones. Una vez escogido el presidente, nos quedan 3 opciones para vicepresidente:

Presidente Vicepresidente
[ )
[ ] [ ]
[ )
[ )
[ ] [ )
[ )
[ ]
[ ] [ )
[ )
[ )
[ ] [ )

Es decir, tenemos 4 veces 3 opciones, o sea, 4 - 3 = 12 opciones para la dupla

presidente-vicepresidente.
Una vez escogido presidente y vicepresidente, nos quedan 2 opciones para tesorero:

Presidente Vicepresidente Tesorero

|

!

!

|

!

|
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Es decir, tenemos 12 veces 2 opciones, o sea 12 - 2 = 24 opciones para la terna
presidente-vicepresidente-tesorero.
Finalmente, ya escogido presidente, vicepresidente y tesorero, nos queda 1 opcién

para secretario:

Presidente Vicepresidente Tesorero Secretario

° <: :

° ° < o °
[ ] [ ]

o —— : :

[ ] [ ]

] < e e

[ ] [ ]

° *—— : :
[ ] [ ]

o —— : :

[ ] [ ]

o—— : :

[ ] [ ]

° ° < o °
[ ] [ ]

] < e e

[ ] [ ]

°o—— e e

° °

[ ] [ ]

° o — Py s
[ ] [ ]

o—— ° °

Asi, tenemos 24 veces 1 opcion, o sea tenemos en total 24 - 1 = 24 opciones para el
cuarteto mencionado.

O
Observacion 5.5.1. Note que en el ejercicio anterior,
24=4-3-2-1.
El producto 4 - 3 -2 -1 se denomina 4 factorial, y se denota por 4!. Es decir, 4! = 24.
En general, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 5.5.1. Sea n € N. Llamamos n factorial, el cual es denotado por n!, al

producto de los n primeros numeros naturales, es decir
nl=n-(n—-1)-...-3-2-1

Observacion 5.5.2. En general, la cantidad de formas en la cual podemos ordenar n

objetos, viene dada por n!.
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Observacién 5.5.3. De la definicion de factorial de un nimero natural, se deduce
inmediatamente que

n!=n(n—1) (5.5.1)

para n > 2.

Observacion 5.5.4. Sin = 1, entonces la igualdad (??) queda como
1=1-0L. (5.5.2)

Sin embargo, 0! no esta definido. Como 1! = 1, entonces para que (??) se cumpla y en

definitiva (?77) sea cierta para n > 1, definimos
0l =1.
Definicion 5.5.2. Se tiene que 0! = 1.

Ejercicio 5.5.2. En una fdbrica textil, se debe escoger un equipo directivo consistente
en un presidente, vicepresidente y secretario, entre un grupo de 5 personas, los cuales
fueron seleccionados luego de un exhaustivo proceso. ;De cudntas formas se puede

escoger la directiva?

Solucién. Se deben escoger 3 personas entre un grupo de 5 personas. Para el presidente
tenemos 5 opciones. Haciendo un diagrama de arbol, vemos que para cada una de las
opciones de presidente, tenemos 4 opciones de vicepresidente. Es decir, para presidente

y vicepresidente tenemos 5 veces 4 opciones, 0 sea
5 -4 = 20 opciones.

Siguiendo con el diagrama, vemos que para cada una de las 20 opciones, tenemos
3 alternativas para secretario. O sea, para escoger la directiva, tenemos 20 veces 3
opciones, es decir

(5-4) -3 =60 opciones.
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Observacion 5.5.5. En el ejercicio anterior, se tiene que

5-4-3-2-1 5! 5!
60:5-4~3:T:§:m,
donde 5 es el nimero de personas y 3 es el niimero de cargos.
En general, supongamos que de un grupo de n objetos, escogemos k de ellos, y
luego los ordenamos. La cantidad de grupos ordenados de k objetos que se forman,

corresponde a
n!

(n—k)!
Ejercicio 5.5.3. En la misma fdbrica textil, se ofrecieron 5 personas para integrar un
equipo de trabajo de 3 personas, cuya mision es preparar el aniversario de la empresa.

¢De cudntas formas se puede escoger el equipo de trabajo?

Solucién. Note que si la eleccion del equipo de trabajo, tuviera cargos (tal como en el
ejemplo anterior), entonces tendriamos

5! 5!
W = 5 =60 opciones.

Como en nuestro caso no hay cargos, entonces las 60 opciones deben reducirse, dado
que se repiten los grupos. La pregunta es, jctiantas veces se repite cada opcion?. Para
responder esta pregunta, debemos determinar de cuintas formas se puede ordenar un
grupo de 3 personas, lo cual es 3! = 6. Asi, las formas en la cual se puede escoger el

equipo de trabajo son % = 10. O

Observaciéon 5.5.6. Note que en el ejercicio anterior, el nimero de opciones

corresponde a

B 60 B (55!3)1 51

6 3 (5 —3)!13!

donde 5 es el nimero de personas y 3 es la cantidad de personas por grupo escogido.

10

En general, supongamos que de un grupo de n objetos, escogemos k de ellos, sin
importar el orden en el que fueron escogidos. La cantidad de grupos de k objetos que

se forman, corresponde a
n!

(n— k)Ik!"
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Luego de esto, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 5.5.3. Sean n, k € NU{0} tales que k < n. El coeficiente binomzial (n)

k
(1) =

Ejercicio 5.5.4. Determine el valor de

) @

Solucion.

viene dado por

nN_ T 7654 .
3)  3(7-3)! 6.4 77

n .
b) ( ), con n un niumero natural cualquiera o 0.

0
n n!
= —_— = ]_
(0) 0ln!

n .
c) ( ), con n un niumero natural cualquiera o 0.
n

n n!
= - ]_
(n) n!0!

n i _
d) (1), con n un numero natural cualquiera o 0.

Solucion.

Solucioén.

Solucioén.

ny n! Cn(n—1)!
<1) S U -1 1U(n—1) =n.
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Ejercicio 5.5.5. Sean n,k € NU{0} ;Qué relacion existe entre (Z) y ( n k) 7
n—

Solucién. Note que

n n! n!
(n - k:) - (n—Fk)l(n—(n—k))! B (n — k)'k!

(0) =

para n y k nimeros naturales o 0. O]

Como

deducimos que

Consideremos la siguiente disposicion nimerica en forma triangular, la cual se

denomina Tridngulo de Pascal, en honor al mateméatico francés Blaise Pascal

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1
1 10 45 120210 252210120 45 10 1

Este triangulo nos aporta un modo sencillo de obtener los coeficientes binomiales. En

efecto, note que:

= en la primera fila aparece el nimero

-



348 CAPITULO 5. INDUCCION, PROGRESIONES Y TEOREMA DEL BINOMIO.

= en la segunda fila aparecen los ntimeros

(-

= en la tercera fila aparecen los niimeros

G- ()= 6

= en la cuarta fila aparecen los nimeros

1) () ()

y asi sucesivamente. Por ejemplo, la novena fila corresponde a los coeficientes binomiales
de la forma (i) En particular, en esta fila, contando desde izquierda a derecha a partir
de 0, obtenemos por ejemplo que (?) = 56, lo cual usted lo puede comprobar calculando

este coeficiente a través de su definicion.
En general, la n-ésima fila del triAngulo de Pascal corresponde a los coeficientes de

la forma (”gl) con k=0,1,...,n—1.

El tridngulo de Pascal tiene algunas otras particularidades, como por ejemplo que

la suma de los términos de cada fila son potencias de dos:

1 =1
1+1 =2
1+2+1=4
1+3+3+1=28
1+4+6+4+1=16
1+5+10+10+5 + 1 = 32
1+6+15+20+15+6 +1 = 64

o la obtencion de la sucesion de Fibonacci (La sucesion de Fibonacci, es una famosa
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sucesion de niimeros la cual debe su nombre al matemaético italiano Leonardo de Pisa,

apodado Fibonacci. Algunos de sus términos son
1,1,2,3,5,8,13, ...

Podemos ver, que en esta sucesion, cada término a partir del tercero, se obtiene sumando
los dos términos anteriores), la cual se obtiene sumando diagonalmente hacia arriba a

partir del 1 que estd a la izquierda

1=1

—1
1 1=2

//23
1~ 2 1=5

/ =8
1~ 3" 3 1=13
1/4/6/4 1

1/510105 1
1/61520156 1

Introduzcdmonos en el estudio del Teorema del Binomio, descubriendo en que parte

aparecen los coeficientes binomiales. Del Algebra elemental, sabemos que
(a+b)* = a® + 2ab + b*, (5.5.3)

y que
(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°. (5.5.4)

En los desarrollos (?77) y (?7), podemos observar que:
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= De izquierda a derecha, las potencias del primer término del binomio, en este caso

a, van decreciendo.

= De izquierda a derecha, las potencias del segundo término del binomio, en este

caso b, van creciendo.

» Los coeficientes del desarrollo de (a + b)2 son 1,2 y 1, correspondientes a la tercera
fila del Triangulo de Pascal. Es decir, los coeficientes tienen la forma (i) con

k=0,1,2.

Analogamente, los coeficientes del desarrollo de (a + b)3 son 1,3,3 v 1, correspon-
dientes a la cuarta fila del Tridngulo de Pascal. Es decir, los coeficientes tienen la

forma (2), con k=0,1,2,3.
En general, si n € N, entonces
(a+b)" = (g) a™ + (7;) a" o+ ..+ (Z) a"roE (Z) b
En el desarrollo de (a + b)"™:

» De izquierda a derecha, las potencias del primer término del binomio, en este caso

a, van decreciendo.

= De izquierda a derecha, las potencias del segundo término del binomio, en este

caso b, van creciendo.

» Los coeficientes del desarrollo de (a + b)" son los coeficientes de la forma (Z),

(n + 1)-ésima fila del Triangulo de Pascal.
Esta idea se resume en el siguiente teorema:

Teorema 5.5.4. Sean a,b nimeros reales y n € N. Se tiene que

(a+b)" = zn: (Z) a"Fk,

k=0
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Ejercicio 5.5.6. Obtenga el desarrollo de

a) (a+0b)°.

Solucién. Los coeficientes del desarrollo de (a + b)5 corresponden a los de la

forma (2), sexta fila del Tridngulo de Pascal. Ademas, las potencias de a decrecen

desde a® hasta a°, y las potencias de b crecen desde b° hasta b°. En definitiva,

tenemos que

(a+b)° = a® + 5a'b + 15a°b> + 20a2b® + 15ab* + b°.

b) (3z —2y)".

Solucién. Se tiene que

()3 (~29)"

(3 )' +4(32)*(=2y) + 6(32)*(—2y)" + 4 - (32)(=2y)" + (—2y)"

= 81z* — 21623y + 2162%y? — 962> + 16y

3:17—2y =

OM%

]

Ejercicio 5.5.7. Sean a y b numeros reales, y n un nimero natural. El desarrollo de
(a+b)",
a) ;Cudntos términos posee?

Soluciéon. Como en la definicion

(a+0)" = (Z) a" Rk,
k=0

entonces vemos que k va desde 0 hasta n, por lo que el desarrollo de (a + b)" tiene

n + 1 términos.
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b)

¢ Cudl es el término que estd en la posicion k + 1 de este desarrollo?

Solucién. Note que

b (Qa
- t2 — (T)anflbl
o= (g

Por lo que en general, el término t5,; es
thr1 = (Z) a™ o>, (5.5.5)

¢ Cudnto suman los exponentes de a y b en cada término?

Solucién. Como el término general es

n
let1 = <k> a" FuF,

entonces los exponentes de a y b siempre suman n.

¢ Qué regularidad se observa en los coeficientes de los términos que estdn a la

misma distancia del o de los términos centrales?

Solucién. Para cualquier potencia de a + b que intentemos calcular, los
coeficientes corresponden a las filas del Tridngulo de Pascal. Observando estas
filas, deducimos en forma informal, que los coeficientes mencionados son iguales.
Formalmente los coeficientes equidistantes del centro son (Z) y (nfk), por lo que

son iguales. O
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Ejercicio 5.5.8. Lea y responda

a) 4Cudl es el cuarto término en el desarrollo de (x — 2)*°?

Solucién. En base a (?7), el término general de este desarrollo es

20
thy1 = (k )IQO_k(—Q)k,

por lo que el cuarto término t4, lo obtenemos reemplazando k& = 3 en esta

expresion. En efecto,

20 :
ty = (3 >x17(—2)3 = —91202"".

b) Calcule, si es que existe, el término independiente de x en el desarollo de

(22 + %)™

Solucidén. Segin (?7), el término general de este desarrollo es

16 ook INS (16N 6ok 16
tk+1:(k>(2x) (E) = 2707y :

Luego, para que un término de este desarrollo no contenga a x, entonces el
exponente de x, debe ser 0. O sea, 16 — 4k = 0, es decir £ = 4. Por lo tanto,

el término independiente de x es el quinto término, y corresponde a

16\ ..
ts = (3)213.

15
¢) Determine el o los términos centrales del desarrollo de <a: + \%)

Solucién. Note que este desarrollo tiene 16 términos. Ademas

= Si hay 1 s6lo término central, entonces nos quedan 15 términos, los cuales
no se pueden distribuir de forma equitativa antes y después de tal término

central (serfan 7 antes y 8 después del término central, o viceversa).

= Si hay dos términos centrales, entonces nos quedan 14 términos, los cuales
se distribuyen de modo que haya 7 términos antes y 7 términos después de

ellos.
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En definitiva, hay dos términos centrales, los cuales, en base a nuestro anélisis, se

ubican en la posicion 8 y 9 respectivamente, o sea son tg y tg. Como

15 1 15
toy1 = ( . )x15kx2k _ ( k)xlf)gk,

entonces los términos centrales, corresponden a k = 7y k = 8, en ese orden. Estos

. 15\ o 15\ ,
—= T2 == xXr .
8 7 Y tg 8

son

5.6. Ejercicios propuestos.

1. Usando el principio de inducciéon matemaéatica pruebe que:

a) Para todo n € N, la suma de los cuadrados de los n primeros ntimeros

n(n+1)(2n+1) .

naturales es 5

by VneN:1+2+224+23+ ... +2n 1 =2"—1.

c) Sir € R, r=# 1, entonces

"—1
VneN:1+r+r2+4.. 4+ t=" -
r —
1)(2 7
d) VTLEN:1-3—|—2-4+3.5+.“_|_n(n+2):n(n+ )6<n+ )

e) VneN:1-114+2-2143-3l4+...4n-nl=Mn+1)! -1

f) Para todo n € N, con n > 2, se tiene que

3" > 1+ 2n.

g) Sia> —1, a# 0, entonces para todo n € N, con n > 2, se tiene que
(1+a)">1+an.

h) Vn € N:2n < 2.
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i) Vn e N: 271 <nl

j) Para todo n € N, n > 2, se tiene que

1 1 1
ﬁ+ﬁ+...+%>\/ﬁ.

k) Para todo n € N, se tiene que n® + 2n es divisible por 3.

[) Para todo n € N, se tiene que 4™ — 3n — 1 es divisible por 9.

m) Para todo n € N, se tiene que 6" — 22" es divisible por 4.

n) Six,y € N con x > y, entonces para todo n € N, se tiene que 2" — " es
divisible por =z — .

n) Sia,b € R, entonces para todo n € N; se tiene que a™ - b™ = (ab)".

0) VneN: (=1)"" =1.

p) Para todo n € N, se tiene que si un conjunto A tiene n elementos, entonces
P(A) tiene 2" elementos.

2. Obtenga el valor de la suma
n n

a) Y (3i+5) d) > (i+1)" =i

i=1 i=1

b) Zﬁ e) Z(—l)%‘
S, Ny (A-5)

i=1 =1

3. Lea y responda:

a) Obtenga la diferencia (i +1)* — 4, para i € N.

b) Usando la igualdad obtenida en a), deduzca una expresion de n para Z i°.
i=1

¢) Determine la suma

B3 4+554+ .. +10%
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4. Determine una formula para la suma de los n primeros ntimeros naturales pares

. Cuanto suman los niimeros pares que estan entre 1 y 100, incluyendo al 1007
5. {De cuéntas formas se pueden ordenar 7 pelotas, las cuales estan enumeradas?

6. De un grupo de 7 pelotas, jcuantos grupos ordenados de 4 pelotas se pueden

formar?
7. De un grupo de 6 pelotas,

a) (Cuantos grupos ordenados de 4 pelotas se pueden formar?
b) Cada grupo de 4 pelotas obtenido, jde cuantas formas se puede ordenar?

¢) Use lo obtenido en a) y b) para responder: ;Cuantos grupos de 4 pelotas, sin

importar el orden, se pueden formar con las 6 pelotas?
8. En la carrera de los 100 metros planos compiten 8 atletas

a) {De cuantas formas se pueden establecer sus posiciones al llegar a la meta?
b) ;De cuantas formas se pueden repartir la medalla de oro,de platay de bronce?

¢) ;De cuantas formas se puede formar el podio de 3 atletas, sin importar quién

gan6 cada medalla?
9. Sean k,n € N, con k < n. Demuestre que
n + n\ (n+1
k—1 k) k)
10. Demuestre que los términos de la n + 1-ésima fila del triAngulo de Pascal suman

2",
11. Encuentre todos los valores de n para los cuales (Z) = 6.

12. Usando el teorema del binomio, demuestre que

(V2—1)" +70v/2 = 99.
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100
13. Considere el desarrollo de (% — %) . Determine:

a) el quinto término.

b) el término que contiene a

, sl es que existe.
¢) el término independiente de z, si es que existe.

d) el o los términos centrales.
27
14. Considere el desarrollo de (3y + y%) . Determine:

a) el dltimo término.
b) el término que contiene a y'®, si es que existe.
¢) el término independiente de y, si es que existe.

d) el o los términos centrales.

18
15. En el desarrollo de (i — m2y3> , determine el término en el que z e y tienen el

mismo exponente.

16. Determine el valor de n de modo que los terceros términos del desarrollo de
1\" 1\"
(1;2 + —) y (CL’B + —2>
x x

17. Considere la sucesion de figuras:

son iguales.

a) {Cuéantos cuadrados tiene la figura que esté en la n- ésima posicion?

b) (Existe alguna figura de esta sucesion que tenga 151 cuadrados?
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18.

19.

20.

21.

22.

Considere la sucesion de figuras, que va de arriba hacia abajo:

a) (Cuantos puntos tiene la figura que esta en la n- ésima posicion?

b) (Existe alguna figura de esta sucesion que tenga 295 puntos?

Se ordenan 200 tablas poniendo primero 20 en una fila, 19 sobre ella en una
segunda fila, y asi sucesivamente, ;cuantas filas hay? ;cuantas tablas habra en la

fila superior?

Lei un libro, de modo que el primer dia lei 20 paginas y cada dia posterior lei 4
paginas mas que el dia anterior. Si el libro tenfa 720 péaginas, ; En cuantos dias lo

terminé de leer?

Una pelota cae desde una cierta altura dando un primer bote de 256 cms.
Posteriormente, cada uno de los 6 botes que da hasta quedar en el suelo es de la

cuarta del bote anterior. ;Qué altura tiene el dltimo bote?

Andrés desea ahorrar dinero para sus vacaciones del proximo verano, a partir de
la primera semana de Marzo. El ya tiene en su cuenta un monto de $7000. En
la segunda semana, ahorr6é $10000. Andrés monté un negocio de jugos naturales,
v le empezo a ir bastante bien. Gracias a esto, posterior a la segunda semana se
propone ahorrar $3000 méas que lo que ahorr6 en la semana anterior. Suponiendo

que todos los meses tienen 4 semanas,

a) {Cuanto dinero lleva en total ahorrado en la segunda semana de Agosto?

b) Andrés desea ir a Europa, por lo que desea ahorrar 2 millones y 30 mil pesos,

LEn qué mes y semana obtendré esa cantidad?
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

En Chile, y a las 9 de la manana, 1 persona cuenta un secreto a 4 personas.
Media hora después, cada una de estas 4 personas cuenta el secreto a otras 4
personas y asi sucesivamente cada media hora. Cada persona cuenta el secreto
presencialmente sélo a 4 personas y nadie recibe el secreto mas de una vez. Ademas
hasta que no se entere todo el pais, nadie sale del territorio nacional. ;Sabra todo
Chile el secreto a las 3 de la tarde, considerando que su poblacion actual estimada

es de 18 millones de personas? Use calculadora cuando sea necesario.

. , . . 2 .
La suma de n primeros términos de una P.A. viene dada por S, = %-. Determine

sus 4 primeros términos y su diferencia comin d.

Una P.A. tiene tercer término 6 y duodécimo término 42. ;Cual es su primer

término y su diferencia comin?

Una P.G. tiene tercer término 72 y séptimo término g. ., Cuadl es su primer término

y su diferencia comtin? (hay mas de una solucion)
Una P.A. de diferencia comiin 3 tiene primer término 12 y dltimo término 30.

a) (Cuantos términos tiene esta P.A.7

b) ;Cudl es el valor de la suma de los términos de esta P.A.7
Una P.G. de razéon comin 2 tiene primer término 3 y tltimo término 768.

a) {Cuéantos términos tiene esta P.G.7

b) {Cuél es el valor de la suma de los términos de esta P.G.?
Determine la suma de los miltiplos de 7 entre 48 y 2889.
Determine la suma de las potencias de 2 entre 32 y 23.
Determine el(los) valor(es) de k de modo que los nameros k + 1,k + 4,4k + 4

a) formen una progresion aritmética.

b) formen una progresion geométrica.
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En cada caso, obtenga la progresion en cuestion.



Capitulo 6

(Geometria Analitica.

6.1. Introduccion.

El gran precursor de la Geometria Analitica es el mateméatico francés René
Descartes. En esta teoria, la base es el llamado plano cartesiano (en honor justamente a
René Descartes), en el cual a cada punto del plano se le asocian un par de coordenadas
(z,y). En este plano, se pueden graficar distintos tipos de figuras geométricas, tales
como rectas, tridangulos, circunferencias, etc. Lo interesante es que por ejemplo una
recta, puede ser caracterizada mediante una ecuacion de las variables x e y, la cual es
verificada por cada punto (x,y) que pertenece a ella. En general, rectas, circunferencias,
parabolas, elipses, etc. pueden ser caracterizadas por una ecuacién, que no es otra que

la condicion que satisface cada punto (x,y) del plano que pertenece a esta.

Ademas, gracias a este sistema de coordenadas, se pueden resolver problemas que
involucran figuras geométricas, tales como rectas, circunferencias o parabolas, entre
otras, usando sus ecuaciones. Por ejemplo, un problema clasico, el cual se aborda en
este texto, es obtener el area del tridngulo cuyos lados estan determinados por las rectas

Ly, Ly y L3, cuyas ecuaciones respectivas son

Li:zx—y+3=0,Ly:b5x+y—27=0,L3: 242y =0.

361
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Un esquema de la situacion es:

Li:x—y+3=0 Ly:b5x+y—27=0

/ Lgl’+2y:0 \

A través de sistemas de ecuaciones, podemos determinar sus vértices, y luego gracias
a ello, calculando la distancia entre dos ellos, podemos obtener la longitud de su base.

Comprendiendo un poco mas la teorfa, podemos calcular su altura, y luego su area.

Otro problema abordado es encontrar el radio de una circunferencia, dado su centro
C = (3,—2) y una recta L que la toca en un solo punto B (recta tangente), la cual

tiene ecuacion L :4x — 3y + 7 = 0:

L:dr—3y+7=0

Para encontrar el radio, debemos trazar alguna recta adicional, de modo de encontrar

las coordenadas del punto B primero. Finalmente calculamos la distancia entre C'y B.

En definitiva, la Geometria Analitica es la rama de la Matematica que une la
Geometria clasica con el Algebra. En este capitulo se discuten este tipo de problemas,
no sin antes primero comprender como obtener la ecuacién caracteristica de una recta,

de una circunferencia, parabola, elipse o hipérbola.
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Finalmente veremos algunas aplicaciones de las conicas a otros contextos, el mas
llamativo de todos, el hecho que la trayectoria que la Tierra describe alrededor del Sol

corresponde a una elipse.

6.2. Acerca del plano cartesiano.

v, Ejey

origen

Definiciéon 6.2.1. El plano cartesiano es un plano determinado por dos rectas
perpendiculares entre si, las cuales llamamos ejes coordenados. A la recta horizontal
la llamaremos eje x(o eje de las abcisas) y a la recta vertical eje y(o eje de las

ordenadas). El punto de interseccion de ambos ejes es denominado origen.

Cada punto P del plano es caracterizado de forma tinica por medio de un par de
coordenadas (z,y), con x e y nimeros reales. Viceversa, a cualquier par ordenado (z,y)
del producto cartesiano R x R, el cual es denotado por R?, le corresponde un tnico

punto P del plano. Veamos algunos ejemplos.
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Ejercicio 6.2.1. Localize los puntos A = (2,3),B = (—1,—4),C = (—=2,1),
D=(1,-3),E=(0,4),F = (2,0) en el plano cartesiano.

Solucién. Para localizar el punto A = (2, 3) en el plano, observemos la figura:

Ly
4,,
A(2,3)
3 o
2,,
1 +
@ ; L 4 >
-2 -1 0 1 2 3 4 €T
—_—
—14

En ella se puede apreciar que:
= Partimos de (0,0) y nos desplazamos en el eje x hacia 2.

= Luego de estar posicionados en el eje x en x = 2, nos desplazamos en la direcciéon

del eje y hacia 3. El punto obtenido en este paso es A = (2, 3).

Para localizar el punto B = (—1, —4) en el plano, observemos la figura:
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En ella se puede apreciar que:
» Partimos de (0,0) y nos desplazamos en el eje x hacia —1.

= Luego de estar posicionados en el eje z en x = —1, nos desplazamos en la direccion

del eje y hacia —4. El punto obtenido en este paso es B = (=1, —4).

Finalmente, un plano cartesiano con todos los puntos pedidos corresponde a:

1@0FE = (0,4)

A=(2,3)
3t [

C=(-21)
° 14
3
= (5’“)
-3 —2 —'1 i h é 3
_1 4
-2 4
D =(1,-3)
-3 [ )
B=(-1,-4)
® -4+
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Observacion 6.2.1. Los ejes coordenados dividen al plano cartesiano en 4 semiplanos,

los cuales son llamados cuadrantes, y son representados del siguiente modo:

Y

2t
1T Cuadrante 31 I Cuadrante
ot
11
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 z
-1
_21
III Cuadrante =371 1V Cuadrante
41

Note que los puntos (z,y) que pertenecen al primer cuadrante, son aquellos tales que

z>0ey>0.
Ejercicio 6.2.2. Qué condicion cumple (x,y) si pertenece a
a) al sequndo cuadrante?

Solucién. Cumple que x < 0 ey > 0.

b) al tercer cuadrante?

Solucién. Cumple que x < 0 ey < 0.

¢) al cuarto cuadrante?

Soluciéon. Cumple que x > 0 e y < 0. n
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Ejercicio 6.2.3. ;En qué cuadrante se ubica cada uno de los puntos A = (2,3),

B=(-1,-4),C = (-2,1), D= (1,-3)?

Solucién. Consideramos un plano cartesiano con los puntos mencionados:

il
A=(2,3)
3 [ J
2 +£
C=(-21)
[ J 1+
-3 —2 7'1 1 2 3
71 +£
72 +£
D=(1,-3)
-3 [ ]
B=(-1,-4)
® 4

En ¢l podemos ver que

= A pertenece al primer cuadrante.

B pertenece al tercer cuadrante.

C pertenece al segundo cuadrante.

D pertenece al cuarto cuadrante.
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6.3. Distancia entre dos puntos.

Ejercicio 6.3.1. Consideremos la figura

Y

a) gcudles deben ser las coordenadas de R de modo APRQ sea un tridngulo

rectangulo en R?

Solucién. R = (8,1).

b) determine la distancia entre P y Q.

Solucién. Note que, por simple observacion
PR =6, RQ =8.
De este modo, por el teorema de Pitagoras, tenemos que
PQ* = 6%+ 8% = 100,

de donde concluimos que la distancia entre Py ) es PQ) = 10.
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Ejercicio 6.3.2. Consideremos la figura

C = (22,92)
>

-l B

a) ¢Cudles deben ser las coordenadas de R de modo APRQ sea un tridngulo

rectdngulo en R?

Solucién. R = (x2,y1).

b) Determine la distancia entre P y Q.

Solucién. Note que segin el grafico
PR =x3 —x1, RQ =ys—y1.
Por el teorema de Pitagoras, se tiene que
2 2 2
PQ* = (zo —21)" + (y2 — 1)

Asi, la distancia entre P = (x1,11) y @ = (22, y2) es

PQ = \/(352 - 331)2 + (3/2 - y1)2. (6-3-1)
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La formula (?7) es valida para calcular la distancia entre cualquier par de puntos

del plano. Esto lo enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 6.3.1. Sean P = (x1,11) y Q = (72,y2) dos puntos de R?%. La distancia
entre P y Q, la cual es denotada por PQ (o d(P,Q)), viene dada por

PQ = \/(@s — 1)* + (32 — )",
Ejercicio 6.3.3. Considere el tridngulo AABC' de vértices A = (3,7), B = (5,4),

C = (8,6). sFs un tridngulo isdsceles?

Solucién. En general, en la Geometria Analitica, es muy util graficar o hacer un
esquema con los datos que tenemos, para ver con mas claridad como resolver el

problema. En este caso, graficamos AABC"

Y
84

7T [}

61 ® B = (8,6)

Recordemos que un triangulo es isésceles, cuando tiene solo dos lados de igual medida.
De este modo, para determinar si AABC es iso6sceles, calculamos las longitudes de sus

lados, mediante la formula de la distancia entre dos puntos.

Determinemos AB. Calculamos la distancia entre A y B, dejando

A= (3,7) = (z1,y1) y B=(5,4) = (z3,y2) (al revés también funciona). De este modo,

AB = \/(5—3)2+(4—7)2=\/ﬁ.
Usted también puede comprobar, que BC' = /13 y AC = v/26. Como

AB = BC # AC,
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entonces AABC' es un tridngulo isoésceles. m

6.4. Punto medio de un segmento.

Informalmente, el punto medio de un segmento es el punto que esta justo en la mitad

de éste. Veamos como determinar sus coordenadas:

Definicién 6.4.1. Sean P = (x1,vy1) y Q = (2, y2) dos puntos de R*. El punto medio
entre P y @, es el punto M de coordenadas

M- <I1+132 y1+y2)'

2 72

Y2 1

Y1ty |

Y1 4
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Ejercicio 6.4.1. Considere el cuadrildtero de vértices A = (1,5), B = (4,11),

C' = (2,4),D = (5,10). Demuestre que sus diagonales se bisecan.

Solucién. Graficamente, tenemos:

Y

D = (5,10)
11 +

10 +
C=(2,4)

A= (1,5)

B =(4,11)

Cuando decimos que las diagonales se bisecan, esto quiere decir éstas se dividen
mutuamente en dos partes iguales. Para que esto ocurra, entonces su punto medio
debe ser el mismo.

Calculamos el punto medio M de AD, escogiendo A = (1,5) = (z1,11) ¥
D = (4,11) = (x9,y2). Se tiene que

14+5 5410
M=—— =(3,9).
(25 05

Ademas, usted mismo puede comprobar que el punto medio N de BD es N = (3,5).
De este modo, M = N. Por lo tanto, las diagonales del paralelogramo dado se bisecan.

]
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6.5. La Recta.

6.5.1. Pendiente de un segmento.

Definicién 6.5.1. Sea S un segmento dirigido hacia la derecha en forma creciente,

para el cual su extremo inicial reside en una recta horizontal dada:

Sea h la altura de S con respecto a la recta horizontal, y d el desplazamiento
horizontal determinado por S. La pendiente m de S, con respecto a esta recta

horizontal, viene dada por

Definiciéon 6.5.2. Sea S un segmento dirigido hacia la derecha en forma decreciente,

para el cual su extremo final reside en una recta horizontal:

Sea h la altura de S con respecto a la recta horizontal, y d el desplazamiento
horizontal determinado por S. La pendiente m de S, con respecto a esta recta

horizontal, viene dado por
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Ejercicio 6.5.1. Considere cada segmento AB siguiente:

a)

En cada caso, calcule su pendiente con respecto a la recta horizontal de la figura.

Solucién. Para Si, note que h = 4 y d = 4. De este modo, su pendiente es

h 4
ml:ﬁ__:

1 1. Ademas, podemos ver que el segmento Sy tiene pendiente

mo = % y que el segmento S3 tiene pendiente mg = 4.

Congjeture en base a lo obtenido en a):
En el caso de segmentos crecientes, mientras mayor pendiente tenga el segmento,

squé ocurre con su inclinacion con respecto a la horizontal?

Solucién. A mayor pendiente tenga el segmento, mayor es su inclinaciéon con

respecto a la horizontal. O

Ejercicio 6.5.2. Considere cada segmento AB siguiente:

a)

A

Si

En cada caso, determine la pendiente del segmento dado.
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Solucién. Sean mi,my, m3 las pendientes de S;,S5, y S3 respectivamente.

Tenemos que m; = —2, my = =7y m3 = _%_

b) Conjeture en base a lo obtenido en a):
En el caso de segmentos decrecientes, mientras menor sea su pendiente, ;qué

ocurre con su inclinacion con respecto a la horizontal?

Solucién. Mientras menor sea su pendiente, es decir, mas lejana de 0, entonces

mas inclinado con respecto a la horizontal esta. O

Observacién 6.5.1. En general, la pendiente de un segmento determina su inclinacion
con respecto a la horizontal. En particular, en el caso de segmentos crecientes, a mayor
pendiente, mayor es su inclinacién; en el caso segmentos decrecientes, a menor pendiente

(0 sea mas lejana de 0), entonces el segmento tiene mayor inclinacion.

Ejercicio 6.5.3. Un auto A sube un camino de 10 km de largo, para llegar a una casa
que estd a una altura de 6 km. Un auto B sube un camino de 13 km de largo, para llegar

a una casa que estd a una altura de 5 km. scudl auto subid el camino mds empinado?

Solucidén. Para determinar que camino estd mas empinado, calculamos la pendiente

de cada uno de ellos, suponiendo que ambos caminos son crecientes hacia la derecha:

auto B

= Consideremos la figura correspondiente al auto A. Usando el teorema de Pitagoras,

w

se tiene que d = 8. Asi, la pendiente del camino es my = 7.

= En la figura correspondiente al auto B, de nuevo por Pitagoras, deducimos que

d = 12. De este modo, la pendiente del camino es mpg = %
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Note que

m.=35_33_39
AT YT 43T 1

por lo que m4 > mp. Asi, el auto A subi6 el camino méas empinado.

Ejercicio 6.5.4. En virtud de la definicion de pendiente para segmentos crecientes
hacia la derecha, ;cual deberia ser la pendiente de un segmento horizontal con respecto

a la horizontal determinada por él mismo?

Solucién. Dado que el segmento es horizontal, entonces h = 0, por lo que su pendiente

m debera ser tal que

O

Ejercicio 6.5.5. En virtud de la definicion dada de pendiente para segmentos crecientes

hacia la derecha, ;que deberia ser la pendiente de un segmento vertical?

Solucién. Dado que el segmento es vertical, entonces d = 0. Asi, su pendiente m =

h

d
no deberia estar definida. O
Definicién 6.5.3. Sea S un segmento horizontal. La pendiente m de S, es m = 0.

Definicién 6.5.4. Sea S un segmento vertical. La pendiente m de S, no estd definida.
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Ejercicio 6.5.6. En la figura, un auto A y un auto B, deben llegar a la casa A y a la

casa B respectivamente.

Casa B

Casa A

Auto A

Consideremos que

el camino que debe recorrer el auto A es de 5 km y ademds, la casa A estd a 4

km de altura.

el camino que debe recorrer el auto B es de 10 km y ademds, la casa B estd a 8

km de altura.

Determine la pendiente de cada camino.

Solucién. Por el teorema de Pitagoras, el desplazamiento horizontal d efectuado
por el auto A es d = 3, luego la pendiente de su camino es my = %. También por
el teorema de Pitagoras, el desplazamiento horizontal d efectuado por el auto B

es d = 6, luego la pendiente de su camino es mp = ‘51.

St cada camino continua hacia arriba en linea recta, ;cree usted posible que estos

caminos se cruzen?

Solucién. No, dado que ambos caminos estan igualmente inclinados, por lo que

son paralelos. O
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Proposicion 6.5.5. Sean S7 y Sy dos segmentos no verticales, de pendiente my y mo
respectivamente. Se tiene que S1 y So son paralelos, si y sdélo si, my = mo, es decir, si

tienen la misma pendiente.

Ejercicio 6.5.7. Considere la siguiente figura, donde el auto A va hacia la casa A y el

auto B va bajando desde la casa B.

Auto B

En el dibujo se aprecia que la distancia desde la casa C' hasta la casa B es de 3 km, y

que la distancia que debe recorrer el auto A desde el inicio del camino hasta la casa C

es de 4 km.

a) Determine la pendiente del camino que debe recorrer el auto A y la pendiente del

camino que debe recorrer el auto B.

Solucién. La pendiente m; del camino que recorre el auto A es

80
S
I_E_3
3
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b) 4A qué valor corresponde el producto de sus pendientes?

Solucién. Se tiene que

4 3
ml.m2:§._1:_1'

c) Si el auto A cambiara repentinamente de direccion, y girara hacia la casa B 5De

cudntos grados seria tal giro?

Solucién. Note que AACO es rectangulo en C, dado que sus lados satisfacen el
Teorema de Pitagoras (3,4 y 5 son nimeros pitagoricos). De este modo, el giro es

de 90°. [l

Proposicion 6.5.6. Sean S; y Sy dos segmentos no verticales, de pendiente my y ma,

respectivamente. Se tiene que Sy y So son perpendiculares entre si, si y sélo si
mq-myp = —1,

es decir, si el producto de sus pendientes es —1.

6.5.2. Pendiente de un segmento en el plano cartesiano.

Ejercicio 6.5.8. Considere el segmento AB con A(1,2) y B(4,8).

Y

B =(4,8)

¢ Cudl es el valor de h,d y m?
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Solucién. Se tiene que h=3,d=6y m = % = 2.

Ejercicio 6.5.9. Considere el segmento AB con A(1,9) y B(3,3).

A

(1,9)

¢ Cudl es el valor de h, d y m?
h

Solucidén. Se tiene que h=2,d =6y m = -2 = -3.

Ejercicio 6.5.10. Considere el segmento L que pasa por (1,2) y (6,2).

A=(1,2) B = (6,2)
2 e ©
14
0 1 2 3 21 5 6 7 8 z

¢ Cudl es el valor de su pendiente m?

Solucién. Dado que el segmento es horizontal, se tiene que m = 0.



6.5. La Recta. 381

Ejercicio 6.5.11. Considere el segmento L que pasa por (2,1) y (2,7).

91
81

74 o8B = (2,7)

61

4t

91

1 oA =(2,1)

0 1 2 3 4 5 6 7 T

s Cudl es el valor de su pendiente m?
Solucién. Como el segmento es vertical, entonces su pendiente m no esta definida. [

Ejercicio 6.5.12. Considere la recta que pasa por los puntos A = (1,2), B = (3,4),
C=(56)yD=89).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10T
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a) ;Cudl es la pendiente de AB?

Soluciéon. La pendiente de AB es my = 1.

b) 4Cudl es la pendiente de CD?

Soluciéon. La pendiente de CD es mqy = 1.

Proposicion 6.5.7. Dos segmentos que estan contenidos en la misma recta, tienen la

misma pendiente.

6.5.3. Pendiente de una recta.

Definicién 6.5.8. Sea L una recta no vertical. La pendiente de L corresponde a la

pendiente de cualquier segmento que esté contenido en L.

Ejercicio 6.5.13. Determine la pendiente de la recta L que pasa por A = (1,4) y
B = (3,8).

Soluciéon. La pendiente de L corresponde a la pendiente de AB y esta es m =2. [

Proposiciéon 6.5.9. Sean L, y Lo dos rectas no verticales, de pendientes my y mo

respectivamente

» L1 y Lo son paralelas, st y solo si, m; = mao. .

v
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s [y y Ly son perpendiculares, si y solo si, my-mo = —1 .

Solucién. Note que h =y, —y; y d = x5 — x1, por lo que

h:y2_y1

d xz—.]?l.
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Ejercicio 6.5.15. ;Cudl es la pendiente de la recta dada?

Y

L

Solucién. Note que h =y, —yo y d = x5 — x1, por lo que

h Y1 — Y2 Y2 — U1
m=—-— = — = .
d To—T1 Xo— T

]

Proposicién 6.5.10. Sea L una recta no vertical, que pasa por los puntos (r1,y1) y

(x2,Y2). La pendiente de L viene dada por

Y2 — 1
m = .
To — I

(6.5.1)

Observacion 6.5.2. La ultima proposicion nos dice que la formula de la pendiente de
una recta es una sola, y corresponde a (77?), independiente de la posicion de la recta

con respecto a la horizontal.

Ejercicio 6.5.16. Usando la formula, obtenga la pendiente de la recta L que pasa por

Solucién. Si (z1,1y1) = (=2,1) y (22,y2) = (1, —6), entonces
Y=y —6-—1 7
m =

To—1 1—(=2) 3

Note que si escogemos (x1,y1) = (1, —6) y (z2,92) = (—2,1), y usamos la formula

recién planteada para calcular la pendiente, entonces el valor obtenido es también

- _7
m= —z.
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Observaciéon 6.5.3. Dada una recta no vertical, el valor de su pendiente no depende

de los puntos escogidos para calcularla, ni del orden en el cual fueron escogidos.

Ejercicio 6.5.17. Considere la recta L que pasa por (1,3) y de pendiente m = 2.

Llamamos (x,y) a cualquier otro punto de L.

a) Obtenga una expresion de x ey para la pendiente de L, usando los puntos (1,3)
y (z,9).

Solucién. La pendiente de L, calculada usando los puntos (1,3) y (z,y), viene

dada por la expresion
y—3

x—1
b) Como m =2, sque podemos concluir de lo obtenido en a)?

Solucién. Como la pendiente de una recta es independiente de los puntos que se

usaron para calcularla, entonces

6.5.4. Ecuacion de la recta.

En el dltimo ejercicio de la seccion anterior, al calcular la pendiente de la recta

mencionada, obtuvimos la igualdad

De esta expresion, podemos obtener la ecuacién equivalente
y—3=2(x—1), (6.5.2)

la cual recibe el nombre de ecuacidén candnica de la recta L, con la cual, entre
otras cosas, podremos calcular infinitos puntos que pertenecen a dicha recta. En efecto,
despejamos y de (?77?), y asi

y=2x+1 (6.5.3)
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Realizamos la siguiente tabla de valores:

z|ly=2zx+1
0 1
1 3
2 5
-1 -1

De este modo, graficamos la recta con los puntos obtenidos:

Note que en la ecuacion y = 2x + 1, el coeficiente de = es 2, el cual corresponde a
la pendiente, y el término libre es 1, el cual determina la interseccion de la recta con el
eje y.

En general, consideremos la recta L que pasa por (x1,%;) y de pendiente m. Llamamos
(z,y) a cualquier otro punto de L. Si calculamos su pendiente usando los puntos (x1, y;)

y (x,y), obtenemos la expresion
Yy—U
T — 1T

Como el calculo de la pendiente es independiente de los puntos escogidos para calcularla,
entonces

Yy—4h

r — T

:m’
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de donde obtenemos la expresion
y—y1=m(z — 1),

la cual se denomina ecuacion canénica de la recta L que pasa por (x1,y;) y pendiente

m.

Definicién 6.5.11. Sea L una recta que pasa por (x1,y1) y que tiene pendiente m. La
ecuacion candnica de la recta L es

y — 1 =m(z — x1). (6.5.4)

Observacion 6.5.4. De la ecuacién canoénica de una recta dada, podemos obtener una
ecuacion de la forma

y =mx + b,

donde el coeficiente de x es m, el cual corresponde a la pendiente, y el término libre es

b, el cual determina a la interseccion de la recta con el eje y.

Ejercicio 6.5.18. Considere la recta L que pasa por P = (3,1) y tiene pendiente

m = —2.
a) Determine su ecuacion.

Soluciéon. Como vimos en la definicion, para determinar la ecuaciéon de una
recta, necesitamos de un punto y de su pendiente. En este caso, tenemos ambos

elementos, por lo que la ecuacion de L viene dada por

Despejando y, obtenemos

y=—22+7. (6.5.5)

b) gPertenece (4,—1) a la recta L?

Solucion. Para determinarlo, reemplazamos = = 4 en la ecuacion (?7),

obteniendo que y = —1, por lo que (4, —1) si pertenece a L.



388

c)

CAPITULO 6. GEOMETRIA ANALITICA.

. Pertenece (1, —5) a la recta L?

Solucion. Para determinarlo, reemplazamos = = 1 en la ecuacion (?77),
obteniendo que y = 5, por lo que (1, —5) no pertenece a L. O]
Ejercicio 6.5.19. Sea L la recta de pendiente mp = —2 y que pasa por el origen. ;Fs

L paralela a

a)

la recta L' : x + 2y =27

Solucién. Recordemos que para que dos rectas sean paralelas, estas deben
tener la misma pendiente. Sabemos que la pendiente de L' la podemos obtener

despejando y de la ecuacion dada. Despejando y, obtenemos que
L +1
= ——X
) B )

por lo que la pendiente de L’ es my = —1. Como
my = —2 7& —5 =my,
entonces las rectas no son paralelas.

la recta L' que es perpendicular a la recta S : x — 2y =07

Solucién. Despejando y de la ecuacién de S, obtenemos que y = %a:, por lo que

la pendiente de S es mg = % Como L’ es perpendicular a S, entonces

1 1
mrp = ——— = -1 = —2.
mg )
Como my = —2 = my, entonces L y L’ son paralelas. O

Observaciéon 6.5.5. En general, si L; vy Ly son dos rectas no verticales y

perpendiculares entre si, entonces la pendiente de Ly es el reciproco de la pendiente

de Ls, pero con signo contrario. Por ejemplo, si la pendiente de L; es 2, entonces la

pendiente de Ly es —%. Otro ejemplo es, que si la pendiente de Ly es %, entonces la

pendiente de L, es —3.
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Ejercicio 6.5.20. Determine la ecuacion de la recta L que pasa por (1,2) y (5,6).

Solucién. Necesitamos de un punto y de la pendiente de L. Puntos tenemos dos, nos
falta la pendiente. Para obtener la pendiente, la calculamos usando los dos puntos
dados. Se tiene que

6-2

m=——"=1,

5—1
por lo que usando uno de los puntos y el valor de m, obtenemos que la ecuacién de la

recta es y = x + 1. Despejando 0 de esta ecuacion, se deduce que
r—y+1=0,
la cual se denomina ecuacién general de la recta L. O]

Observaciéon 6.5.6. De la ecuacion candnica de una recta dada, podemos obtener una
expresion de la forma

ar +by+c=0,

con a y b no simultaneamente 0, la cual llamamos ecuacién general de la recta L.

Para determinar si dos rectas Ly y Ls se intersectan en algin punto, debemos resolver

el sistema de ecuaciones compuesto por las ecuaciones de ambas rectas.

Ejercicio 6.5.21. Considere el tridngulo determinado por las rectas Ly : x —y+3 =10

Lo :dx+y—27=0, Ly:x+2y=0.
a) Determine los vértices de este tridngulo.

Solucién. Hacemos un esquema, tal vez algo lejano a la realidad, pero una fiel

representacion:
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Li:z—y+3=0 Ly:5x+y—27=0

/ Ly:z+2y=0 \

Determinemos los vértices A, B y C del tridngulo. Segin el esquema, el punto A
corresponde a la interseccion entre las rectas Ly y L3, por lo que para obtener A,

resolvemos el sistema de sus ecuaciones. Es decir, resolvemos el sistema
r—y=-—3
x4+ 2y =0,
de donde A = (—2,1).
Analogamente, segtn el esquema, el punto B corresponde a la interseccion de las
rectas L1 y Ls, por lo que resolvemos el sistema de ecuaciones
rT—y=-—3
o +vy = 27,
de donde B = (4,7).

Finalmente, como segtn el esquema, C' corresponde a la interseccion de Ly y Lg,
entonces resolvemos el sistema de sus ecuaciones, obteniendo que C' = (6, —3). De
este modo, graficamos el tridngulo con sus vértices y las rectas que determinan

sus lados:
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Ly:5x+y—27=0

b) Determine su drea.

Ly:xz+4+2y=0

C = (6,-3)

Solucién. Sabemos que el area de un tridngulo corresponde a la mitad del

producto entre su base y su altura. Si escogemos como base a AC, por la formula

de la distancia entre dos puntos, vemos que su longitud es b = AC' = 41/5.

Queremos calcular la longitud de la altura que va desde B hasta la recta que

contiene a la base AC. En base a lo obtenido en a), un esquema de la situacion

problema es

Ly:5z+y—27=0
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donde L4 es la recta que determina la altura y D es el pie de la altura. Debemos
determinar la longitud de BD. Para ello debemos determinar primero D. Note
que D corresponde a la interseccion entre L, v Ls. Por lo tanto, calculamos la

ecuacion de Ly, dado que ya tenemos la ecuacion de Ls.

La recta L4 es perpendicular a Ls. Como Lz :y = —%x, entonces su pendiente es
ms = —%. Asi, la pendiente de Ly es my = 2. Ademas, L, pasa por B = (4,7),
por lo que su ecuacion es

y—17=2x—4),

la cual es equivalente a

20—y = 1. (6.5.6)

De este modo, resolviendo, el sistema de las ecuaciones de L3 yv Ly, es decir, el

sistema
r+2y=20

20 —y =1,

obtenemos que D = (%, —%) Por lo tanto, la altura es

h:BD:%gx/g.

Finalmente, el area A del tridngulo, viene dada por

b-h  4V5-8V5
2 2

A= = 36 unidades cuadradas.




6.5. La Recta. 393

Consideremos la recta vertical L de la figura:

Y

5 L

Note que L no tiene pendiente, sin embargo, queremos obtener una ecuaciéon que
satisfagan todos sus puntos. Como la recta es vertical, y pasa por (4,0), entonces para

que (z,y) pertenezca a ella, debe satisfacer que
x=4.

De este modo, x = 4 es la ecuaciéon de L.

Definicién 6.5.12. Sea L una recta vertical que intersecta al eje x en (n,0)

Y

A= (n,0)
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La ecuacion

T =n,

es llamada ecuacidn general de la recta vertical L que pasa por (n,0).

Ejercicio 6.5.22. Determine el drea del tridngulo determinado por las rectas de

ecuacion y = 2x,y =0,z = 3.
Solucién. Graficamos estas rectas, notando que
= y = 0 corresponde al eje x.
» 2 = 3 corresponde a la recta vertical que pasa por (3,0).
» y = 2z pasa por (0,0) y ademés se intersecta con la recta x = 3 en (3,6).

El grafico es

y
6 40)

(0,0) (3,0).

El tridngulo es rectangulo en (3,0). Si consideramos como base el lado que esta sobre

el eje x, entonces b = 3 y h = 6. De este modo, el area del tridngulo es

3-6

A= 5 = 9 unidades cuadradas.
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6.6. La Circunferencia.

Definicién 6.6.1. Se llama circunferencia al conjunto de puntos que estdn a una
misma distancia fija de un punto fijo. A la distancia fija le llamamos radio de la
circunferencia y al punto fijo lo llamamos centro de la circunferencia.

Y

C = Centro

r = radio

Ejercicio 6.6.1. Considere una circunferencia de centro en (1,2) y radio r = 4. Sea

(x,y) un punto de la circunferencia.

a) Usando la formula de la distancia, obtenga una expresion de x ey para la distancia

entre (z,y) y (1,2).

Solucién. Esta distancia viene dada por la expresion

\/(x— 1)° + (y — 2)°

b) sQué relacion existe entre la expresion obtenida en a) y el radio de la

cicunferencia?

Solucién. Como (1,2) es el centro de la circunferencia y (z,y) es un punto

cualquiera de ella, entonces, la distancia obtenida en a) es igual al radio, es decir,

\/(g: 1)+ (y—2)° =4 (6.6.1)

O
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Observacién 6.6.1. Elevando al cuadrado la expresion (77?), obtenemos la ecuacion
(z—1)°+(y—2)" = 16,

la cual se denomina ecuacién candnica de la circunferencia de centro (1,2) y radio
4. Esta ecuacién, nos servird, entre otras cosas, para determinar las coordenadas de

puntos que pertenecen a esta circunferencia.

En general, consideremos una circunferencia de centro (h, k) y radio r:

Yy

Si (z,y) es un punto cualquiera de esta circunferencia, su distancia a (h, k) es igual al

radio, es decir

V@—hP+ -k =r (6.6.2)

Elevando al cuadrado en (?7), obtenemos la ecuacion
(z—h)?+ (y— k) =r2

la cual recibe el nombre de ecuacién candnica de la circunferencia de centro (h, k) y

radio r.

Definicién 6.6.2. Considere una circunferencia de centro (h, k) y radio r. La ecuacion
(@ =h)+(y—k)=r%

recibe el nombre de ecuacion candnica de esta circunferencia.
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Observacion 6.6.2. Notemos que, si el centro de la circunferencia es el origen, la

ecuacién de la circunferencia se reduce a
e y2 2
Ejercicio 6.6.2. Considere la circunferencia
C:a?4+y*=25

a) Identifique el centro y radio de C.

Soluciéon. En virtud de la ecuacion dada, el centro es (0,0) y el radio es 5.

b) Determine 6 puntos pertenecientes a C' y grafiquela junto con tales puntos.
Solucién. Se tiene que
= Sireemplazamos z = 0 en la ecuacion dada, entonces y = +5. De este modo,

(0,5) v (0,—5) son puntos de la circunferencia.

= Por otro lado, si reemplazamos y = 0 en la ecuacién dada, entonces x = +5.

Asi, (5,0) v (—5,0) son puntos de la circunferencia.

= Finalmente, si reemplazamos x = 3 en la ecuacién dada, entonces y = +4.

Por lo tanto, (3,4) y (3,—4) son puntos de la circunferencia.

El grafico pedido es
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c) ipertenece (—1,2v6) a C?

Solucion. Reeemplazando z = —1 e y = 2v/6 en la ecuacion dada, obtenemos
que

2 yf = (-1 + (2V6) = 1+24 =25

por lo que (—1,2v/6) pertenece a la circunferencia. H

Ejercicio 6.6.3. Determine la ecuacion de la circunferencia

a) cuyo centro es C = (—1,2) y cuyo radio es r = 3. Grafiquela.

Solucién. Para obtener la ecuacion de una circunferencia, necesitamos conocer
su centro y su radio. En este caso, conocemos ambos elementos. Por lo tanto, su

ecuacion es

(z+1)7+y—-27=9

Graficando el centro C' = (—1,2), y sabiendo que el radio es r = 3, podemos contar
3 unidades en direccion paralela a los ejes a partir de C' y de este modo obtener
los puntos de la circunferencia (2, 2), (—4,2),(—1,—1) y (—1,5) (sin necesidad de

usar la ecuacion obtenida) y asi graficarla. Su grafico es m
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b) cuyo centro es C' = (2,1) y que pasa por B = (5,5).

Soluciéon. Un esquema de la situacion es (insistimos en que un esquema es una
representacion del problema, no necesariamente en el plano cartesiano, la cual nos

sirve de ayuda para resolver el problema):

Segin este esquema, sélo nos falta el radio r, el cual es obtenido calculando la
distancia entre C'y B. De este modo, r = 5, y la ecuacion de la circunferencia

pedida es
(x—2)%+ (y—1)* = 25.

¢) de diamétro AB, con A= (1,2) y B = (-3,4).

Solucién. Un esquema del problema es

A=(1,2)

B=(-3,4)
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Del esquema se deduce que el centro C' corresponde al punto medio del diAmetro
AB, por 1o que C = (—1,3). Adema4s, del mismo esquema, podemos ver que
una forma de obtener el radio es calculando la distancia entre C'y A (Hay dos
formas mas, jcudles son?), por lo que r = v/10. Por lo tanto, la ecuacion de la

circunferencia es

(x+1)° + (y — 3)* = 10.

d) de centro C = (3,—2) y que es tangente a la recta L : 4o — 3y + 7 = 0.

Solucién. Recordemos que una circunferencia y una recta se dicen tangentes
entre si, cuando estas se tocan en un sélo punto, el cual llamamos punto de
tangencia. Realizamos un esquema de lo pedido, denotando por B al punto de

tangencia:

L:dz—3y+7=0

Nos falta obtener el radio. Para ello, basta obtener la distancia entre C' y B,
pero no tenemos las coordenadas de B. Veamos como obtenerlas. En el esquema,

trazamos la recta L' que pasa por C'y por B:
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L:dx—-3y+7=0

En cualquier circunferencia, el radio hacia el punto de tangencia es perpendicular
a la recta tangente, por lo que L’ es perpendicular a L en el punto B. De este
modo, podemos obtener la pendiente y luego la ecuacion de L'. Posteriormente,

las coordenadas de B se logran resolviendo el sistema de ecuaciones de Ly L'.

Obtengamos la ecuacion de L'. Como la pendiente de L es m; = %, entonces la

pendiente de L' es mp = —%. Asi, usando el punto C, obtenemos que la ecuacién

de L' es

3z +4y = 1.

Resolvemos el sistema
do — 3y = =7, 3x +4y =1,

de donde B = (—1,1). Por lo tanto, calculando la distancia entre C' y B,

obtenemos que el radio es r = 5. Finalmente, la ecuacién de la circunferencia

es

(r —3)°+ (y +2)° = 25.
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e) que pasa por los puntos A = (—1,—4),B = (2,—1) y cuyo centro estd sobre la
recta L :4x + Ty +5=0.

Solucién. Un esquema del problema es

B=(2-1)

L:4z+Ty+5=0

No tenemos ni el centro ni el radio, sin embargo, si obtenemos el centro, obtener
el radio es trivial. En el esquema, trazamos AB, y luego su mediatriz L' (recta
perpendicular a AB que pasa por el punto medio de AB), la cual pasa por el
centro de la circunferencia (en la mediatriz viven todos los puntos que estén a la

misma distancia de A y B, en particular el centro C' cumple con esta condicion):

B=(2-1)

L:4dx+Ty+5=0

De este modo, para obtener C, calculamos la ecuacion de L', y luego resolvemos

el sistema de ecuaciones de Ly L'.
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Note que el punto medio de AB es M = (%, —%) Ademés, como la pendiente de

AB es m = 1, entonces la pendiente de L’ es m;, = —1. De este modo, la ecuacién
de L' es y = —x — 2. Resolviendo el sistema de las ecuaciones de L y L', es decir,
el sistema

dr+Ty= -5, v +y=—2,

obtenemos que C' = (—3,1). Asi, calculando la distancia entre C'y A, obtenemos

que r = /29, por lo que la ecuacion de la circunferencia es

(z+3)° +(y—1)" =29.

Ejercicio 6.6.4. Una circunferencia es tangente
w alarecta L:2x+y=>5 en el punto A= (2,1).
» qlarecta L' : 20+ 1y = —15 en el punto B.
a) gSon paralelas L y L'?

Solucion. Despejando y de la ecuacion de L y de L', obtenemos que

my, = —2 = mys, por lo que las rectas dadas son paralelas.

b) Determine las coordenadas de B.

Soluciéon. Hacemos un esquema de la situacion:
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Como L y L' son paralelas, entonces AB, el cual es un diametro, es perpendicular

a estas dos rectas:

L':2z+y=-15

De este modo, para obtener B calculamos la ecuacion de AB, y luego resolvemos

el sistema de ecuaciones de AB y L'.

Obtengamos la ecuacion de AB. Como la pendiente de L es mj = —2, entornces

la pendiente de AB es m = % Usando el punto A, obtenemos que la ecuacion de

AB es
r—2y=0.

Asi, resolvemos el sistema
r—2y=0, 2 +y=—15,

de donde B = (-6, —3).

¢) Determine la ecuacion de la circunferencia.

Solucioén. El centro C' es el punto medio de AB, por lo que C' = (—2, —1). Luego,

el radio es r = CA = 24/5. Asi, la ecuacion de la circunferencia es

(x+2)° + (y + 1) = 20.
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Observacion 6.6.3. En el ultimo ejercicio resuelto, la ecuacion de la circunferencia
obtenida fue

(x+2)° + (y + 1) = 20.
Desarrollando los cuadrado del binomio y despejando 0, obtenemos la ecuacion
2?4+  +4r 42y — 15 =0,

la cual recibe el nombre de ecuacién general de la circunferencia en cuestion.
En general, a partir de la ecuaciéon canoénica de la circunferencia, podemos obtener

una expresion de la forma
A + By* +Cx+ Dy + E =0, (6.6.3)
con A, B# 0y A= B, la cual llamamos ecuaciéon general de la circunferencia.
Ejercicio 6.6.5. Consideremos la ecuacion
2?4y — 120 —8y+27=0
a) ¢Corresponde a la ecuacion de una circunferencia?

Solucién. La ecuacion dada es de la forma (??), con A = 1 = B, es decir, existe
un término en 2 y otro en y2, cuyos coeficientes son iguales, entonces corresponde

a una circunferencia.
b) Si la respuesta a) es afirmativa, obtenga el centro y radio de la circunferencia en
cuestion.

Solucién. Pretendemos llegar a una ecuaciéon de la forma
(= h)* + (y — k) =17,

con h,k y r por determinar.

Para tal efecto, en la ecuaciéon dada, agrupamos los términos en x y agrupamos
los términos en y:

(z% — 122) + (y* — 8y) = —27
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Completamos cuadrado en x y lo mismo en y:
(2% — 12z + 36) + (y* — 8y + 16) = —27 + 36 + 16.
De este modo, obtenemos la ecuacion
(z—6)" + (y — 4)* = 25,
por lo que el centro es C' = (6,4) y el radio es r = 5.

c) Obtenga sus intersecciones con los ejes coordenados, y luego grafiquela.

Solucién. Se tiene que

= Para determinar su interseccion con el eje x, resolvemos el sistema de

ecuaciones

24y =120 —8y+27=0, y=0.
Al resolverlo, obtenemos la ecuaciéon cuadratica
2 — 122 427 =0,
cuyas soluciones son z = 3y x = 9. De este modo, la circunferencia intersecta
al eje x en los puntos (3,0) y (9,0).
= Para determinar su intersecciéon con el eje y, resolvemos el sistema de
ecuaciones
22+ y?— 120 —8y+27=0, 2 =0.
Al resolverlo, obtenemos la ecuacién cuadratica
P —8y+27=0,
la cual no tiene solucién, dado que su discriminante es A = —44 < 0. De

este modo, la circunferencia no intersecta al eje y.

El grafico, considerando las intersecciones con los ejes coordenados, y algin otro

punto adicional, es:
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6.7. La Parabola.

Definicién 6.7.1. Se llama pardbola al conjunto de todos los puntos del plano que
estan a la misma distancia de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo recibe el

nombre de foco y la recta fija recibe el nombre de directriz.

Directriz

Foco
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En una pardbola distinguimos ademds:

Directriz

Eje de simetria

= Eje de simetria: Recta perpendicular a la directriz, la cual contiene al foco.

= Vértice: Punto de interseccion del eje de simetria y la pardbola. Es denotado por

V.

» Cuerda focal (o lado recto): Segmento que pasa por el foco, cuyos extremos
estan en la pardbola y que ademds es perpendicular al eje de simetria. El foco es

punto medio de la cuerda focal.

Consideremos una parabola cuyo eje de simetria es paralelo al eje y. Esto quiere
decir que la parabola abre hacia arriba o hacia abajo. Si su vértice es V = (h, k),

entonces el foco tiene la forma F' = (h, k + p):
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Segiin la posicion del foco, tenemos que

la pardbola abre hacia arriba, si y sélo si, p > 0.

si la paradbola abre hacia abajo, si y sélo si, p < 0.

como el vértice es un punto de la parabola, entonces la distancia entre vértice y

foco, y la distancia entre vértice y directriz son iguales, y su valor es [p|.

la ecuacion de la directriz es y = k — p.

Si (z,y) es un punto arbitrario de una parabola de este tipo, entonces su distancia

al foco es igual a su distancia a la directriz, de donde obtenemos la igualdad

V@ —h?+ (= (k+p) =y — (k- p). (6.7.1)

Si en la expresion (?7) elevamos al cuadrado, desarrollamos los cuadrados del binomio,

y cancelamos los términos semejantes, llegamos a la ecuaciéon

(z —h)* =4p(y — k),

la cual es llamada ecuacién canénica de la parabola de vértice (h, k) y foco (h, k+p).

Consideremos ahora una parabola que posee eje de simetria paralelo al eje x. En
este caso, la parabola puede abrir hacia la derecha o hacia la izquierda. Como el vértice

es V = (h, k), entonces el foco tiene la forma F' = (h + p, k):
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Note que:

la parabola abre hacia la derecha, si y sélo si, p > 0.

si la pardbola abre hacia la izquierda, si y so6lo si, p < 0.

como el vértice es un punto de la parabola, entonces la distancia entre vértice y

foco, y la distancia entre vértice y directriz son iguales, y su valor es [p|.

la ecuaciéon de la directriz es © = h — p.

En este caso, la ecuacién candnica de la parabola de vértice (h, k) y foco (h+p, k)

es
(y — k)* = 4p(x — h).
Observacion 6.7.1. La longitud L de la cuerda focal, en cualquiera de los 4 casos
vistos es
L = 4|pl.
En resumen, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 6.7.2. La ecuacion

(z —h)* =4p(y — k)

se denomina ecuacion canonica de la pardbola cuyo eje de simetria es paralelo al eje
x, cuyo vértice es V.= (h, k) y cuyo foco supone un desplazamiento de p unidades a

partir del vértice. En este caso:

= p >0, sty solo si, la pardbola abre hacia arriba.

» p <0, sty solo si, la pardbola abre hacia abajo.

Por otro lado, la ecuacion
2
(y — k)" =4p(z — h)
se denomina ecuacion canonica de la pardbola cuyo eje de simetria es paralelo al eje

y, cuyo vértice es V = (h, k) y cuyo foco supone un desplazamiento de p unidades a

partir del vértice. En este caso:
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» p >0, sty solo si, la pardbola abre hacia la derecha.
= p <0, sty solo si, la pardbola abre hacia la 1zquierda.

Observacién 6.7.2. Notemos que, si el vértice la pardbola es el origen, las dos formas

vistas de la ecuacion de la parabola se reducen a

z? = dpy

y* = 4dpw.

Ejercicio 6.7.1. Grafique la pardbola cuya ecuacion es

Yy=-T,
con sus principales elementos.

Solucién. La ecuacion dada es equivalente a
P =4-1-y,

por lo que su vértice es (0,0). Como el término en x aparece al cuadrado, entonces esta
parabola puede abrir hacia arriba o hacia abajo. Como p = 1 > 0, entonces la parabola
abre hacia arriba, con foco F' = (0,1) (1 unidad arriba del vértice), y directriz y = —1
(1 unidad hacia abajo del vértice). La cuerda focal mide L = 4 unidades, por lo que
para graficarla contamos dos unidades a la derecha y dos unidades a la izquierda del

foco. De este modo, el grafico pedido es
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]

Ejercicio 6.7.2. Considere la pardbola de vértice (1,2) y foco en (—1,2). Obtenga su

ecuacion y ademds grafiquela junto con sus principales elementos.

Solucién. Es 1til poder graficar los elementos ya conocidos de la parabola, en este
caso vértice y el foco, para de este modo, obtener con mayor facilidad el resto de sus

elementos:

e J
<@

v

Como el foco esta a la izquierda del vértice, entonces la parabola abre hacia la
izquierda (en cualquier caso, el foco siempre esta por “dentro” de la abertura de la
parabola). Como la distancia entre estos puntos es de 2 unidades, entonces p = —2.
Como el vértice estd a la misma distancia del foco que de la directriz, entonces la

directriz es D : x = 3.
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Ademas, L = 8, por lo que para graficar la cuerda focal contamos 4 unidades hacia
arriba y 4 unidades hacia abajo a partir del foco. De este modo, el gréfico de la parabola

es

Finalmente, su ecuacion es
(y —2)° = —8(x — 1). (6.7.2)
m

Observacién 6.7.3. Consideremos la ecuacion (?7) de la parabola del ejemplo anterior.

Si desarrollamos los parentésis, y despejamos 0, obtenemos la ecuaciéon
y® — 4y +8x —4 =0,

la cual recibe el nombre de ecuacién general de la parabola en cuestion.
En general, a partir de la ecuacién canédnica de la pardbola, podemos obtener una
expresion de la forma

Ax* + By* +Cx+ Dy + E =0,

con A o B siendo 0, pero no ambos a la vez (esto quiere decir que en la ecuacion siempre
aparece so6lo una variable al cuadrado, x o y, y no ambas.). Esta ecuacion es llamada

ecuacion general de la pardbola.
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Ejercicio 6.7.3. ;Cudl de los siguientes grificos corresponde al de la pardbola

2y = x? + 22 — 37

Solucién. Note que como sélo z aparece al cuadrado, entonces la ecuacién corresponde
a la de una parabola. Para obtener su vértice, debemos obtener su ecuacién canonica,

la cual tiene la forma

(z —h)* =4p(y — k). (6.7.3)
Se tiene que

2y=a’4+2r -3 2> +2r=2y+3
& 1%+ 27+ 1 = 2y + 4 (completando cuadrado)
SrP+2r+1=2y+2)

e (z+1)7=2y+2).

En la dltima expresion, el nimero que aparece justo afuera del paréntesis de y es 2.

Segtin la ecuacion (?7), este valor debe corresponder a 4p. De este modo, de 4p = 2
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deducimos que p = % Asi, la ecuacion canonica de nuestra parabola es
9 1
(x+1) :4~§(y+2).

Por lo tanto, su vértice es V = (—1,—2) y como p = % > 0, entonces la parabola abre

hacia arriba.

Por otro lado, determinemos su intersecciéon con el eje x. Para ello resolvemos el

sistema

2u=a’+2x—3, y=0,

de donde obtenemos que la parabola intersecta al eje = en los puntos (—3,0) y (1,0).

La alternativa correcta es b). O

Ejercicio 6.7.4. Un tunel de una carretera tiene forma de un arco pardbolico, que tiene
5 metros de ancho y 4 metros de altura. ;Cudl es la altura mdrima que puede tener un

vehiculo de 3 metros de ancho, para poder pasar por el tiunel?

S '
[T — T[]
—

Solucidén. Graficamos el arco parabolico en el plano cartesiano, abriendo hacia abajo.
Como tiene 4 metros de altura, entonces consideramos su vértice en (0,4). Como tiene
5 metros de ancho, entonces suponemos que este arco intersecta al eje z en (—2.5,0) y

(2.5,0). Su grafico es
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Como el vehiculo mide 3 metros de ancho, entonces ubicamos sus extremos en
(—1,5;0) y en (1,5;0). Como la parabola es simétrica con respecto al eje z, la altura
méaxima del camién corresponde al valor y obtenido al reemplazar x = 1,5 en la ecuaciéon

de la parabola.

Es decir, debemos en primer lugar obtener tal ecuacion. Dado el vértice, su ecuaciéon

tiene la forma

2% = dp(y — 4). (6.7.4)
Por otro lado, si reemplazamos x = 2,5 = g, y = 0en (77?), obtenemos que p = —%. De

este modo, la ecuacion de la parabola es

i —E(y —4). (6.7.5)

Asi, reemplazando = 1,5 = 2 en (??), obtenemos que

64 14 26

R ATl
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Por lo tanto, el vehiculo debe medir, en rigor, menos de 2 metros y 56 cms de altura.

]

6.8. La Elipse.

Definiciéon 6.8.1. Se llama elipse al conjunto de todos los puntos del plano cuya suma

de sus distancias a dos puntos fijos es constante. Los puntos fijos reciben el nombre de

focos.

dy + ds = constante
P

En una elipse distinguimos ademaés:

! Eje menor !
3 Cuerda Focal Cuerda Focal 3

Fy

= Centro: Punto medio del segmento que une a los focos. Es denotado por C.
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= Vértices: Puntos de interseccion de la elipse con la recta que contiene a los focos.

Son denotados por Vi y Vs.
= Eje mayor: Segmento cuyos extremos son los vértices de la elipse.

= Eje menor: Segmento perpendicular al eje mayor en el centro de la elipse, cuyos

extremos By y Bs estan en la elipse.

= Cuerdas focales: Segmentos perpendiculares al eje mayor y que pasan por los
focos. Sus extremos estan en la elipse. Cada foco es punto medio de la cuerda

focal respectiva.

Ademés, denotamos por:
= ¢ a la distancia del centro C' a cada uno de los focos F} y Fs.

= 2a a la constante que corresponde suma de las distancias de un punto P(z,y) de
la elipse, a los focos F} v Fy. Més atn, a corresponde a la distancia del centro C'

a cada uno de los vértices V; y V5.

» ) la distancia del centro C' a cada uno de los extremos del eje menor B; y Bs.

20°

Observacién 6.8.1. La longitud de cada cuerda focal corresponde a L = .
a
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Ejercicio 6.8.1. Considere la elipse

a)

Va Vi

B,

s Qué podemos afirmar acerca de la distancia desde By a cada uno de los focos?

Solucién. Como AB;CF; y AB;CF; son congruentes, entonces

B Fy = B F5, es decir, la distancia desde B; a cada uno de los focos es la misma.

La suma de las distancias desde un punto fijo de la elipse a cada uno de los focos

es 2a. ;Cuanto mide entonces B1Fy y BoF5?

Soluciéon. Como B F; = B F,, y ambas distancias suman 2a, entonces

BlFl =a = BlFQ.
Considere el tridngulo AB,CF, ;Cudnto miden sus lados? ;Qué€ tipo de tridngulo
es?
Solucién. Segun lo convenido antes, CFy; = ¢y B;C = b, y de b), tenemos que

B1C = a. Por otro lado, AB;CF} es un tridngulo rectangulo.

En base lo obtenido en ¢) ;Qué relacion existe entre a,b y c?

Solucién. Como AB;CF; es un tridngulo rectangulo, entonces por el Teorema

de Pitagoras se deduce que

v+ =a’. (6.8.1)

O
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Proposicion 6.8.2. En una elipse cualquiera, se cumple que
a? =b*+ A

Consideremos una elipse cuyo eje mayor es paralelo al eje x

A

B,

b

¢

a a

B>

Si P(x,y) es un punto arbitrario de esta elipse, entonces por definicion de elipse
d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a, (6.8.2)

Como los focos son F} = (h — ¢, k) y Iy = (h+ ¢, k), entonces de (?7), obtenemos

que

Va— (= + -k +/(a— (h+ 0+ (y — k) = 2a. (6.8.3)
Manipulando algebraicamente (7?), obtenemos la expresion

CR N
a? 2o

con a > b, la cual se denomina ecuacién canénica de la elipse de centro (h, k), eje

mayor paralelo al eje x de longitud 2a y eje menor de longitud 20.
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Anéalogamente, si la elipse tiene eje mayor paralelo al eje y

Vi

By By

Va

entonces su ecuacién canodnica es

-1 (= np
a? b2

con a > b.

Definicién 6.8.3. La ecuacion

CE NI
a? 2o

se denomina ecuacion candnica de la elipse de centro (h, k), eje mayor paralelo al

eje x de longitud 2a y eje menor de longitud 2b.

Por otro lado,
(y—  (@—hy

a? b2

se denomina ecuacion candnica de la elipse de centro (h, k), eje mayor paralelo al

=1,

eje y de longitud 2a y eje menor de longitud 20.

Observacion 6.8.2. Si el centro de la elipse es el origen, las dos formas vistas de la

ecuacion de la elipse se reducen a
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2 2
Yy r-
?—i_b_Q_l'

Ejercicio 6.8.2. Grafique la elipse de ecuacion
72 2

5—0—

=1

Y

l\3|@
ot

con sus principales elementos.

Solucién. Su centro es C' = (0,0). Como el término en y tiene mayor denominador
que el término en z, entonces el eje mayor esta contenido en el eje y, con a = 5. Esto
quiere decir que los vértices son V; = (0,5) y Vo = (0,—5) (usted puede ir graficando
los elementos que se van obteniendo). Por otro lado, b = 3, por lo que los extremos del
eje menor son By = (—3,0) y By = (3,0). Ademas, usando la proposicion 6.8.2, se tiene
que ¢ = 4, por lo que los focos son F; = (0,4) y F; = (0, —4). Finalmente, la longitud
de la cuerda focal es L = % = 3,6, por lo que en el grafico contamos, a partir del foco,

1,8 unidades hacia la derecha y hacia la izquierda. Su gréfico es
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Ejercicio 6.8.3. Considere la elipse con vértices en (0,1) y (8,1) y un extremo del eje

menor en (4,3). Encuentre su ecuacion y grafiquela con sus principales elementos.

Solucién. Tal como en la pardbola, nuevamente es 1til graficar los elementos dados,
esto nos permitird obtener de forma mas sencilla los elementos restantes de la elipse, y

en consecuencia su grafico.

Vi=(0,1)1@ ®>=81)

En base al gréfico, se aprecia que el eje mayor es paralelo al eje x, que el centro
es C = (4,1), y a = 4. Por otro lado, B, = (4,—1) y b = 2. De este modo
c = Va2 -1 = 23, por lo que los focos son F; = (4 — 2v/3,1) = (0,5;1) y
Fy = (4 +2v3,1) = (7,5;1) (use calculadora) y las cuerdas focales miden L = 2.

Por lo tanto, el grafico es
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(donde la posicion de los focos se puede obtener de forma aproximada). Asi, la ecuacion

de la elipse es

(@ ;24)2 LW ;21)2 ~1. (6.8.4)

O

Observacion 6.8.3. Consideremos la ecuacion (?7) de la elipse del ejemplo anterior.
Eliminando las fracciones, desarrollando los cuadrados del binomio, y despejando 0,
obtenemos la ecuaciéon

2?4+ 4y —8x — 8y +4 =0,

la cual recibe el nombre de ecuacién general de la elipse en cuestion.

En general, a partir de la ecuacién canoénica de la elipse, podemos obtener una
expresion de la forma

Ar* + By’ +Cx+ Dy + E =0,

con Ay B no nulos, del mismo signo y A # B, la cual llamamos ecuacién general de

la elipse.

Ejercicio 6.8.4. Considere la ecuacion
1622 4+ 9y* — 962 — 18y + 9 = 0.

¢ Cudl de las siguientes alternativas corresponde a su grdfico?
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Solucién. Note que en la ecuacion dada, existe un término en z2, como asi otro
2 l 1 . ﬁ . d . b o . A . l .,

en Y-, los cuales tlenen coeficientes distintos, pero ambos positivos. Asi, la ecuacion

corresponde a una elipse. Queremos determinar sus principales elementos. Para tal

efecto, debemos obtener su ecuaciéon canonica, la cual tiene la forma

(Sc’—h){‘)Jr(y—/f)Z_1
a2 b2 o

=1’ a—1)’

s 2 = 1.

Note que
1622 + 9y*> — 962 — 18y + 9 = 0 < 16(2* — 62) + 9(y* — 2y) = —9
Completando cuadrado dentro de cada paréntesis, obtenemos
16(x* — 62 +9)+9(y°* =2y +1)=—-9+16-9+9.

O sea,

16(x —3)* +9(y — 1) = 144.

Dividiendo por 144, logramos la ecuaciéon canoénica de la elipse

(u"c—?>)2+(y—1)2_1
32 42

Asi, su centro es C' = (3,1). Como el término en y tiene mayor denominador que

el término en x, entonces el eje mayor es paralelo al eje y, con a = 4y b = 3. De
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este modo, contamos 4 unidades hacia arriba y hacia abajo del centro, obteniendo
que Vi = (3,5), V5 = (3,—3). Por otro lado, contamos 3 unidades hacia la izquierda y
derecha del centro, obteniendo que By = (0,1) y By = (6, 1). Por lo tanto, la alternativa

correcta es ¢). O

Definicién 6.8.4. La excentricidad de una elipse, la cual es denotada por e, se define
como

e=_.
Observacion 6.8.4. Note que, en una elipse cualquiera:

= tanto ¢ como a son positivos, de este modo e > 0.

= los focos estan siempre més cerca del centro que los vértices, esto quiere decir que

¢ <a,oseae= < <1 Deeste modo, 0 <e < 1.

= si e tiene un valor muy cercano a 1, entonces esto quiere decir que ¢ estd muy

cercano a a. O sea, los focos y los vértices estin muy cercanos entre si. Ademaés,
— 2 _ 2 ; 5

como b = v/a? — ¢?, entonces en este caso, b tiende a ser 0. Graficamente, vemos

que en estas circunstancias, la elipse es muy achatada:

= si e tiene un valor muy cercano a 0, esto quiere decir que ¢ es muy cercano a 0,
mucho més que a. De este modo, los focos estdn muy cerca del centro, y lejos de
los vértices. Ademas, como b = v/a? — ¢?, entonces en este caso, los valores b y
a son casi iguales, por lo que el eje mayor y el eje menor tienden a tener igual
longitud. Graficamente vemos que la elipse es muy poco achatada, es decir, se

parece a una circunferencia:
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Veamos una aplicacion de la elipse:

Ejercicio 6.8.5. La tierra gira alrededor del Sol, describiendo una orbita eliptica, de
la cual el Sol es uno de sus focos. Durante el recorrido de la Tierra alrededor del Sol, el
punto mds lejano entre ellas se llama Afelio y el punto mds cercano entre ellas se llama
Perihelio. El Afelio y el Perihelio corresponden a los vértices de la drbita eliptica, tal

como muestra el dibujo:

Perihelio Sol Afelio

Tengamos en cuenta que:
» el Afelio se encuentra aprorimadamente a 152.1 millones de kms del Sol.
= ¢l Perihelio se encuentra aproximadamente a 147.1 millones de kms del Sol.

= [a excentricidad de la orbita es de 0,0167.
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Suponga que el eje mayor de la elipse se encuentra en el eje x y el centro de la orbita

en el origen. Responda cada una de las siguientes prequntas, usando calculadora.

a)

Determine la distancia desde el Sol al centro de la drbita.

Solucién. Considerando la informacién, el eje mayor mide
152,1 + 147,1 = 299,2 millones de kms.

= 149,6 millones de kms. Por otro lado, usando el valor

De este modo, a = %

dado de la excentricidad, se tiene que

£ 20,0167 & ¢ = 0,0167a

a

& ¢ =0,0167 - 149,6

& e~ 2,0.

Luego, como el Sol es un foco, entonces este estd a aproximadamente 2,5 millones

de kms del centro de la orbita.

Determine la ecuacion de la orbita.

Solucién. Sia = 149,6 y ¢ = 2,5, entonces b = v a? — ¢ = 149,57. De este modo,
la ecuacion de la o6rbita es

22 y?
=1. 6.8.5
149,62 * 149,572 ( )
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¢) sA qué distancia de la Tierra se encuentra el meteorito del dibujo, si esté estd a

la misma distancia del Perihelio que del Sol?

Planeta Tierra

:j Sol

Meteorito Afelio *

Perihelio

Solucién. Recordemos que la distancia del Sol al Perihelio es de 147, 1 millones
de kms. Como el meteorito se ubica en el punto medio del segmento que une al
Perihelio y el Sol, entonces se ubica a 73,55 millones de kms del Sol. De este modo,

el meteorito esti a

73,55 4+ 2,5 = 76,05 millones de kms

del centro de la orbita. Es decir, el meteorito se posiciona en el punto (—76,05;0).
Reemplazamos z = —76,05 en la ecuacion (??), y despejamos y, obteniendo que
y = £128,8. Esto quiere decir, que el meteorito estd a 128.8 millones de kms de

la Tierra.

d) sQué distancia recorre la tierra en 1 ano, esto es, en recorrer su orbita completa?

Dato: Use que el perimetro de una elipse es aprorimadamente

n [3(a +b) —/Batb)art 3b)] .

Solucién. Usamos la formula dada, con a = 149,6 y b = 149,57. Obtenemos que

la Tierra en un ano recorre aproximadamente 939 millones de kms. O
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6.9. La Hipérbola.

Definicién 6.9.1. Se llama hipérbola al conjunto de todos los puntos del plano cuyo
valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos es constante. Los

puntos fijos reciben el nombre de focos.

|dy — da| = constante
dy ’_.—"”’ l,'l

F] [ s o

En una hipérbola distinguimos ademds:

» Centro: Punto medio del segmento que une a los focos. Es denotado por C.

s Vértices: Puntos de interseccion de la hipérbola con el segmento que contiene a

los focos. Son denotados por Vi y Vs.
» Eje transversal: Segmento cuyos extremos son los vértices de la hipérbola.

s Cuerdas focales: Segmentos que pasan por los focos en forma perpendicular a la
recta que determina el eje transversal y cuyos extremos son puntos de la hipérbola.

Cada foco es punto medio de la cuerda focal respectiva.
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Denotamos por:

= ¢ a la distancia del centro C' a cada uno de los focos F; y F5.

= 2a a la constante que corresponde al valor absoluto de la diferencia de las
distancias desde un punto P = (z,y) de la hipérbola a los focos F; y Fy. Més

ann, a corresponde a la distancia del centro C' a cada uno de los vértices Vi y V5.

Definicién 6.9.2. Sea b > 0 definido por b*> = ¢ — a®. El eje conjugado de la
hipérbola es el segmento perpendicular al eje transversal en el centro de la hipérbola,
donde el centro es su punto medio, y la distancia desde C' a los extremos By y By del

eje transversal es b.
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Observacion 6.9.1. Por otro lado, la longitud de cada cuerda focal corresponde a

202
L=
a

Observacion 6.9.2. A partir del eje transversal y del eje conjugado, podemos formar

un rectangulo del siguiente modo

B,

B,

Para cada par de vértices opuestos de este rectangulo, trazamos una recta que pasa

por este par de puntos, la cual también pasa por el centro de la hipérbola:

Estas rectas reciben el nombre de asintotas de la hipérbola y aproximan el

comportamiento de ésta.
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Consideremos una hipérbola cuyo eje transversal es paralelo al eje x:

Si P(x,y) es un punto arbitrario de esta hipérbola, cuyos focos son denotados por Fy, Fy,

entonces

De (?7), y dado que los focos tienen coordenadas Fy = (h — ¢, k) y Fy = (h+ ¢, k),

obtenemos la expresion

Vo= t-ar + =07 = o=t + - 17 =20

la cual es equivalente a la ecuaciéon

VUL

Esta ultima expresién se denomina ecuacién candnica de la hipérbola de centro

(h, k), eje transversal paralelo al eje = de longitud 2a y eje conjugado de longitud 2b.

Analogamente, si la hipérbola tiene eje transversal paralelo al eje y:
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entonces su ecuacién canonica es

(y—k)? (z—h)?
a2 b L

Definicién 6.9.3. La ecuacion

(x—h)’ =k’ _
a? b2 o

se denomina ecuacion candnica de la hipérbola de centro (h,k), eje transversal

paralelo al eje x de longitud 2a y eje conjugado de longitud 2b.

Por otro lado, la expresion

(y—k?  (@—h)?

a? b2 =1

se denomina ecuacién candnica de la hipérbola de centro (h, k), eje transversal

paralelo al eje y de longitud 2a y eje conjugado de longitud 20.

Observacioén 6.9.3. Notemos que, si el centro de la hipérbola es el origen, las dos

formas vistas de la ecuacion de la hipérbola se reducen a

A

a2 b2
)

2 2
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Ejercicio 6.9.1. Grafique la hipérbola de ecuacion

2

8

=1

v
9 Y

1

(@)

con sus principales elementos.

Solucién. Esta hipérbola tiene centro en (0,0). Segin las formas de la ecuacion de
la hipérbola, como el término positivo corresponde al que contiene a y, entonces la
hipérbola tiene eje transversal contenido en el eje y, con a = 3. De este modo, los
vértices son V; = (0,—3) y Vo = (0,3) (vaya graficando en la medida que va leyendo).
Por otro lado, del término en x se deduce que b = 4, por lo que los extremos del eje
conjugado, el cual esta contenido en el eje x, son By = (—4,0) y By = (4,0). Asi,
c =+va2+ b2 =5, por lo que los focos, los cuales estan alineados con los vértices, son
Fy = (0,=5) y F5 = (0,5). Finalmente, las cuerdas focales miden L = 2 - % ~ 10,6,
por lo que para graficarlas, a partir de cada foco, contamos 5,3 unidades a la izquierda
y a la derecha. Graficamos todos los elementos obtenidos, mas el rectangulo que nos

permite graficar las asintotas y las asintotas:

6
F
@i R e )
4
Vi
2
-8 —6 4 B2 -2 (] 2 B1 6 8
-2
Va
—1
@ - L R )
F
—6

De este modo, graficamos la hipérbola, considerando que cada rama parte desde
un vértice y pasa por los extremos de la cuerda focal respectiva, y ademas su

comportamiento es aproximado por las asintotas. El gréafico es
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O

Ejercicio 6.9.2. Considere la hipérbola con centro en (3,4), un vértice en (11,4) y un

foco en (13,4). Obtenga su ecuacion y grafiquela con sus principales elementos.

Solucidén. Graficamos los elementos dados, para de este modo, obtener los elementos

faltantes de forma méas sencilla:

° L WD)

-1 -1 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 T

De este modo, apreciamos que el eje transversal es paralelo al eje z, con Vo = (11,4)

y Fy = (13,4). También del grafico se deduce que a = 8, ¢ = 10, por lo que V; = (—5,4)
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y Fi = (=7,4). De este modo, b = v/¢> —a? = 6 y asi By = (3,10), By = (3,—-2).
Las cuerdas focales miden L = 2 - % = 9 unidades. Trazamos todos estos elementos,
el rectangulo anteriormente mencionado y las asintotas. Finalmente graficamos la

hipérbola:

11 Bl

Vi ' C Vs

—11-10 =9 -8 S —6 45 —4 8 -2 -1 0o 2 4 4 5 6 T 8 0o 12 W o415 16 T

)

Asi, su ecuacion es

- =1. (6.9.2)

]

Observacion 6.9.4. Consideremos la ecuacion (?7) del ejemplo anterior. Desarrollan-

dola y despejando 0, obtenemos la expresion
3622 — 64y — 2162 + 512y — 2304 = 0,
la cual recibe el nombre de ecuacién general de la hipérbola en cuestion.

En general, a partir de la ecuacion canoénica de la hipérbola, podemos obtener una
expresion de la forma

Az? + By* +Cx+ Dy + E =0,

con Ay B no nulos y de distinto signo, la cual llamamos ecuacién general de la

hipérbola.
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Ejercicio 6.9.3. Considere la ecuacion
4y — 2 =22 +3=0

¢ Cudl de las siguientes alternativas corresponde a su grdfico?

/e\/ N

Solucién. Note que la ecuacion tiene un término en 22 y otro en y?, y sus coeficientes

son de distinto signo. De este modo, la ecuacion corresponde a la ecuacion general de

una hipérbola. Se tiene que

4y =2 =22 4+3=04y* — (2° +22) = -3
& 4y* — (22 + 22+ 1) = =3 — 1 (completamos cuadrado sélo en x)
o4 —(r—1)7°=—-4

—1)?
©($4)_y_1

Asi, la hipérbola tiene centro en (1,0). Como el término positivo es aquel que contiene
a x, entonces el eje transversal es paralelo al eje x. Ademés, a = 2 y b = 1. De este

modo, la alternativa correcta es d). []
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Ejercicio 6.9.4. Julio y Cristidan caminan por la Gran avenida, separados 1 km entre
st. Julio estd ubicado al este de Cristidn. Julio escucha un trueno. 1 sequndo después
lo escucha Cristian. Si el rayo de luz cayo en una calle paralela a la Gran avenida, la
cual estd ubicada a 600 metros de ésta ;A qué distancia de Julio cayo el rayo? Use
calculadora.

Dato: Considere que la rapidez del sonido es de 343" .

Solucidén. La situacién es

600 m E

da

1 km =100 m

donde R,C'y J denotan la posicion del rayo, de Cristian y de Julio, respectivamente.
Ademés d; y do denotan la distancia desde R a C' y desde R a J, respectivamente.
Introducimos un sistema de coordenadas, de modo que J y C' estén ubicadas en el eje
x, y el origen sea el punto medio entre J y C. De este modo, la calle paralela donde

ocurri6 el rayo estd ubicada en y = 600:

y = 600 R

dy dy

= (=500,0) = (500,0)

El rayo fue escuchado por Julio, 1 segundo antes que Cristian. Como el rayo recorre

343 metros en 1 segundo, entonces el rayo cay6 343 metros mas cerca de Julio que de



440 CAPITULO 6. GEOMETRIA ANALITICA.

Cristian, es decir
d1 - dg - 343
Esto quiere decir, que R forma parte de la hipérbola cuyos focos son C'y .J, con

20 =343 < a = 1715

(Recuerde que, para cualquier hipérbola, 2a corresponde a la diferencia de las distancias
desde un punto de ella hacia los focos). Obtengamos la ecuacion de tal hipérbola. Como

a=171,5y ¢ = 500, entonces
b’ = ¢* — a® = 220587,75.

Asi, la ecuacion de la hipérbola, la cual tiene la forma

2 2
x
2y
a?  b?

es
IQ y2

=1
171,52 220587,75
El punto R tiene coordenadas de la forma (z,600), por lo que para obtener el valor

(6.9.3)

de z, y por ende la posicion del rayo, reemplazamos y = 600 en (??), obteniendo que
x = 200,8. De este modo, las coordenadas del rayo son R = (200.8,600). La situacion

ahora es la siguiente:

dy 600 da

H
J = (=500,0) 200.8  299.2 C = (500,0)

Finalmente, usamos el Teorema de Pitagoras, para concluir que
dy = 670,

por lo que el rayo cay6 a 670 metros de Julio. O
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6.10. Ecuaciones de dos variables.
Consideremos la ecuacion de las variables x e y, que viene dada por

r+y =4
Queremos obtener todos los pares ordenados (z,y) € R? que satisfacen esta ecuacion.
Por simple inspeccion, notamos que pares ordenados como (1,3), (3,1) o (0,4) son
soluciones de esta ecuacion. Sin embargo, podemos ver que esta ecuacion tiene infinitos

pares ordenados como solucion, y estas forman una recta, cuyo grafico es:
y

6

Ejercicio 6.10.1. Represente, en el plano cartesiano, el conjunto de todos los pares

ordenados (z,y) € R? que satisfacen la ecuacion
a) x? +y* = 16.

Solucién. En este caso, los pares ordenados que son solucién de esta ecuacion,

forman una circunferencia de centro (0,0) y radio 4. De este modo, su grafico es

Y
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b) |z| = 1.

Solucién. Note que si vemos esta ecuacion como una ecuaciéon de sélo la variable
x, entonces sus soluciones son x = £1. Sin embargo, si la vemos como una ecuacion
de x e y, aunque y esté ausente, entonces esta ecuacion tiene infinitas soluciones.

El conjunto solucién es
S:{($79)6R23|I|=1}={($,y)€R2:x:1 vV ox=-—1}

En definitiva, nos referimos a todos los pares (z,y) tales que x = 1, conjunto
que corresponde a una recta, unidos con los pares (x,y) tales que x = —1, que
también corresponde a una recta. Por lo tanto, el conjunto soluciéon es la union

de estas dos rectas, es decir: .

c) [z +ly[ = 1.

Solucién. Supongamos que x > 0,y > 0. Es decir, que (x,y) es un punto del
primer cuadrante, considerando su borde. En este caso, |x| = x e |y| =y, por lo

que la ecuacion dada corresponde a

r+y=1 (6.10.1)
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Es decir, una parte del conjunto solucion es el “pedazo” de la recta de ecuacion

(?7?) que esta en el primer cuadrante, considerando los bordes:

Y

1

Notemos ademas, si (z,y) satisface la ecuacion |z| + |y| = 1, entonces
» (—z,y) también satisface la ecuacion, en efecto
| =2l + [yl = l=[ +[y] = 1,

por lo que el grafico es simétrico con respecto al eje .

» (z,—y) también satisface la ecuacion, en efecto
2] + [ =yl =[] + |yl = 1,
por lo que el grafico es simétrico con respecto al eje x.

De este modo, el grafico obtenido es
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O
Observacion 6.10.1. En general, si F(x,y) = 0 es una ecuacion de dos variables,

entonces
» si (z, —y) satisface la ecuacion, entonces el grafico es simétrico con respecto al eje
x.
» si (—x,y) satisface la ecuacion, entonces el grafico es simétrico con respecto al eje
Y.
» si (—x, —y) satisface la ecuacion, entonces el grafico es simétrico con respecto al

origen.

(-2, y)8---1---8(z,y)

S Y

L )
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6.11. Inecuaciones de dos variables.
Para concluir tenemos la siguiente definicion:

Definicién 6.10.1. Sea F(z,y) = 0 una ecuacion de las variables x e y. Su conjunto

solucion se denomina curva en el plano cartesiano.

6.11. Inecuaciones de dos variables.

Ejemplo: Consideremos la inecuacion de dos variables
2+ < 4

Note que la ecuacion 22 + y* = 4 corresponde a la circunferencia de centro (0,0) y

radio 2. Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad planteada,
obtenemos equivalentemente que

Vaz+y? <2

De este modo, deducimos que nuestra inecuacion tiene como conjunto soluciéon a aquellos

puntos (z,y) del plano, cuya distancia a (0,0) es menor que 2. Es decir, a la region

interior a la circunferencia de ecuacion x? + y? = 4:
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donde la linea punteada nos indica que no se esta considerando el borde (dado que
la desigualdad planteada es estricta). En general, la linea punteada nos indica que no

se considera a la curva delimitada por tal linea punteada.

Ejercicio 6.11.1. Represente, en el plano cartesiano, el conjunto de todos los pares

ordenados (x,y) € R? que satisfacen la inecuacion
a) |yl < 1.
Solucidén. Sea S el conjunto solucion buscado. Note que

S={(z,y) eR*: -1 <y <1}

Es decir, S corresponde a la franja entre las rectas y = —1 e y = 1, incluyendo a
estas:
§
1
-5 —4 -3 -9 -1 0 1 2 3 4 5 z
-3
O
b) y+a <4.

Solucién. La ecuacion y + x = 4, corresponde a la recta cuyo grafico es:

Y
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Esta recta divide al plano cartesiano en dos semiplanos; en uno se cumple que la
desigualdad que nos interesa, es decir y +x < 4, y en el otro semiplano se cumple
la desigualdad contraria, es decir y + x > 4. La pregunta es ahora en cudl de los
dos semiplanos se cumple nuestra desigualdad. Escogemos un par ordenado que
pertenezca al semiplano de la derecha, por ejemplo (z,y) = (7,0). Note que, en
este caso,
y+rx=0+7=7>4,
por lo que se deduce que en el semiplano de la derecha se cumple que

y+ax >4

De este modo, nuestro conjunto solucién es el semiplano de la izquierda, es decir:

donde la linea punteada nos indica que la regién no considera a tal recta, dado

que la desigualdad es estricta (y + x > 4). O

y < 2%

Solucién. Note que

2 v y:xQ.

y < = y<x
Es decir, el conjunto soluciéon corresponde a la parabola y = 2 unida con el
conjunto soluciéon de y < 2% Veamos en que region se cumple que y < 2.

Analogamente al ejercicio anterior, la paradbola y = 22 divide al plano en dos

regiones, las cuales coloreamos de distinta forma:
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En una region se cumple que y < 22, en la otra la desigualdad contraria. Para
encontrar nuestro conjunto solucion, escogemos (z,y) = (3,0), el cual vemos

visualmente que pertenece a la region que esta por “detras” de la abertura de la

parabola. Note que, en este caso

Es decir, en la regién de color oscuro se cumple nuestra desigualdad y < 2. De

este modo, el conjunto solucién tiene grafico: O]

Ejercicio 6.11.2. Represente en el plano cartesiano el conjunto de todos los pares

ordenados (x,y) € R? que satisfacen el sistema de inecuaciones
y > 22 A y < zx.

Solucién. Para determinar su conjunto solucién, primero determinamos el conjunto

solucion de cada inecuacion. En efecto, el conjunto solucion de y > 2?2 es
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‘\ Yy l'
‘\ 5 '
\ "
\
\ l’
\\ 4 '
\ ,l
A 1
3 '
\‘ 3 ’l
A /7
\ ’
\
\‘ 2 ’I
\ ’
A /
\ /7
ool /
\ I/
" ,
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 z
-1
y el conjunto solucién de y < x es
y
3
2
1
3 4 5 &

donde los puntos (0,0) y (1, 1) son obtenidos a partir de intersectar las curvas y =

e y = x, esto es, resolviendo el sistema de ambas ecuaciones.

1 2

2

O
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Para concluir esta seccion, tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon 6.11.1. Dada una inecuacion de dos variables de algunas de las formas
F(z,y) =2 0,F(z,y) >0, F(z,y) <0,F(z,y) <0,

o un sistema de inecuaciones de dos variables, su conjunto solucion se denomina region

en el plano cartesiano.

6.12. Ejercicios propuestos.
1. Si realizamos una simetria del punto

a) (—3,—5) con respecto al eje y, {qué punto obtenemos? jen qué cuadrante se

encuentra?

b) (2,—3) con respecto al eje z, jqué punto obtenemos? jen qué cuadrante se

encuentra?

¢) (—1,1) con respecto al origen, ;qué punto obtenemos? jen qué cuadrante se

encuentra?

2. Considere AB con A = (—2,2) y de modo que el punto medio de AB es M = (1,4).

a) (Cuadles son las coordenadas de B?

b) {Cual es la longitud de AB?
3. Considere la recta L que pasa por P = (5,2) y Q = (2,—7).

a) ;Cudl es el valor de su pendiente?
b) ;La recta L es creciente, decreciente, horizontal o vertical?
¢) (Como varia y si x aumenta en 1 unidad?

d) ;Como varia y si x aumenta en 2 unidades?
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4. Considere la recta L que pasa por P = (2,1) y Q = (—1,7).

3.

10.

a) ;Cudl es el valor de su pendiente?
b) ;La recta L es creciente, decreciente, horizontal o vertical?
¢) Como varia y si x aumenta en 1 unidad?
d) ;Como varia y si x aumenta en 2 unidades?
En Chile, la pendiente maxima recomendada de un acceso para personas en sillas

de ruedas, es del 8 %. Si el acceso a un negocio tiene una longitud de 1,8 metros

y una altura de 20 ¢ms jcumple con la norma? Use calculadora.
Dados tres vértices de un paralelogramo: A = (3, —5), B = (5, -3),C = (-1, 3),
a) Determine el cuarto vértice D, el cual es opuesto a B.
b) Determine si HABCD es un rectangulo.
¢) Determine su perimetro.
d) Determine su area.

Determine cual(es) de los siguientes puntos A = (3,1), B = (2,3),C = (6,3), D =

(=3, —3) pertenece(n) a la recta L : 2x — 3y — 3 = 0.

. Existe una recta que contenga a los puntos A = (—1,5), B = (2, —4),

C' = (—2,8)7 En caso afirmativo, obtenga su ecuacion.

Considere A ABC de vértices A = (2,-3), B = (3,2) y C = (—2,5). Obtenga el
area de A ABC.

Considere el tridngulo cuyos vértices son los puntos de intersecciéon de las rectas:
Ly:x+y—7T=0,Ly:x—3y—3=0,Ls:7x — 5y + 11 = 0. Determine el punto

de interseccion de sus medianas.
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11. Determine la ecuacién de la recta L

12.

13.

14.

15.

16.

a) que pasa por (—2,1) y (1,2).

b) que pasa por (3,2) v (3,5).

¢) que pasa por (2,—1)y (4,-1).

d) que pasa por (1,2) y tiene pendiente m = —1.

e) que pasa por (2,5) y que no intersecta al eje x.

f) que pasa por (2,5) y que es paralela a la recta L’ : 2z + 3y = 1.

g) que pasa por (2,5) y que es perpendicular a la recta L' : 2z + 3y = 1.

h) que pasa por (0,2) y cuya pendiente es el doble que la pendiente de la recta
L':2x—y=0.

i) que pasa por (2,3), y ademas la interseccion de esta recta con el primer

cuadrante, determina segmentos de igual longitud en los ejes coordenados.

Determine la ecuacion de la o las rectas que pasan por el punto de interseccion
de las rectas Ly : 3x +2y —5=0,Ls : 4xr + 3y — 1 = 0 y cuya interseccion con el

eje y determina un segmento de longitud 3, medido desde el origen.

la recta L pasa por A = (3,5) y cumple que cualquier punto de ella esta a igual

distancia de los puntos P = (—7,3) y Q = (11, —15) ;Cudl es la ecuacion de L?
. Qué puntos de la recta L : 2z + y = 1 estan a distancia 1 del origen?

Considere el triAngulo cuyos puntos medios de sus lados son los puntos M = (2, 1),

N=(53)y P=(3-4).

a) Determine sus vértices.

b) Demuestre que el area del tridngulo es 4 veces el area de AMNP.
Considere AABC' de vértices A = (—2,0), B = (2,0),C = (1,2).

a) Determine el punto de interseccion de sus medianas.
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b) Determine el punto de interseccion de sus mediatrices.
¢) Determine el punto de interseccion de sus alturas.

d) Pruebe que los puntos obtenidos en los tres items anteriores son colineales.
17. Determine la ecuaciéon de la circunferencia

a) cuyo centro es A = (—1,2) y cuyo radio es r = 3.

b) cuyo centro es A = (2,1) y que pasa por B = (5,5).

¢) cuyos extremos de un didmetro son en A = (—3,—-10) y B = (7,2).

d) cuyo centro es A = (1,—1) y que es tangente a la recta L : bz — 12y +9 = 0.
e) que pasa por A= (1,4),B=(-1,2) y C = (3,2).

f) que pasa por A = (0,5) y B = (2,1) y cuyo centro pertenece a la recta

L:xz+y—1=0.

18. En cada caso, determine si el punto A = (1, —2) pertenece a la circunferencia C
dada. En caso contrario, determine si A pertenece al interior o exterior de dicha

circunferencia:
a) C:a?+y?=1.
b) C:z*+y? —8r —4y—5=0.

c) C:2?+y?>— 10z + 8y = 0.

19. Considere la circunferencia que es tangente a la recta L : 4xr—3y+7 = 0 en el punto

B = (1,1). Ademas, su centro C' esta contenido en la recta L' : 4o — 3y + 18 =0

a) Obtenga las coordenadas de C.

b) Obtenga la ecuacion de la circunferencia.

20. Sea P = (x9,y0) es un punto del plano, y L : ax + by + ¢ = 0 una recta.

La distancia entre el punto P y la recta L (la cual esta determinada por la
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perpendicular desde P hasta L), viene dada por

_amg + byo + ¢

d(P,L) := N

Usando esta formula cuando sea necesario, resuelva los siguientes ejercicios:

a)

Determine la distancia desde el origen a la recta 3x +4y+ 10 = 0. En base al
valor obtenido, jintersecta esta recta a la circunferencia de centro en (0,0)
y radio 17

Determine el drea de AABC de vértices A = (—2,1), B = (6,—-3),C = (4,7).

Determine la ecuacion de la circunferencia con centro en C' = (3, —2), y que

es tangente a la recta L : 4x — 3y + 7 = 0.
Una circunferencia es tangente

» alarecta L:2x+y=>5enel punto A= (2,1).

» alarecta L' : 2z 4+ y = —15 en el punto B.
Determine la ecuacién de la circunferencia.

Determine el lugar geométrico de todos los puntos del plano que estan a la
misma distancia de las rectas 1 : 3x —y+7 =0y Ly : 3z —y —3 = 0.
Grafique Ly y Lo, junto con el lugar geométrico obtenido ;Qué relacion

grafica se observa entre estos elementos?

Determine el lugar geométrico de todos los puntos del plano que estan a la
misma distancia de las rectas Ly : y = 20+1y Ly : y = —2x+1. Grafique L
y Ls, junto con el lugar geométrico obtenido ;Que relacion grafica se observa

entre estos elementos?

21. Determine para qué valores de k, la recta de ecuacion y = kx:

a)
b)

¢)

es secante a la circunferencia C' : 22 + y? — 10x + 16 = 0.
es tangente a esta circunferencia.

no intersecta a esta circunferencia.
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22.

23.

24.

25.

Obtenga la ecuacion, sus principales elementos faltantes y el gréafico de la parabola

a) de vértice (0,0) y foco (0, —32).

b) de vértice (3,2) y foco (1,2).

¢) de vértice (0,-1) y directriz y = 2.

d) de vértice(-2,1) y directriz x = 1.

e) de foco (-1,3) y directriz y = —1.

f) de directriz y = 1, cuerda focal de longitud 8, y que abre hacia abajo.

g) de directriz y = —1,5 y puntos extremos de la cuerda focal en (0,1) y (5,1).

Determine la ecuacion y grafique las parabolas cuya cuerda focal tiene extremos

en (4,9) vy (4,1).

Determine las ecuaciones de las rectas que pasan por (2,—4) e intersectan a la

conica de ecuacion x2 — 6z — 4y + 17 = 0 en un sélo punto.

Un puente parabélico colgante

es descrito mediante la ecuacion

_ W 2
~on”

y (6.12.1)

donde w es la carga maxima que puede soportar el puente, la cual esta distribuida
uniformemente, y Tj es la tension del puente en su punto més bajo. Suponga que
el puente colgante se afirma mediante dos torres, las cuales estan a 120 metros
de distancia. Por otro lado, el punto més bajo del puente esta a 15 metros més

abajo que la cima de cada torre.
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a) Determine la ecuacion del puente.

b) Si para sujetar el puente, se colocan torres cada 20 metros, a partir de la

torre que estd més a la izquierda, ;cual es la altura de cada una de estas

torres?

26. Ingenieros disenan un antena parabolica, la cual tiene un diamétro de 4 metros y

un altura de 60 cms, como la de la figura. Las senales rebotan en el plato, y son

reflejadas en el foco, donde se encuentra ubicado un receptor. ;Cuén lejos de la

base de la antena (vértice) deben los ingenieros ubicar el receptor, de modo que

la senal sea captada?

27. Obtenga la ecuacién, sus principales elementos faltantes y el grafico de la elipse

28.

29.

a)
b)

de centro (0,0), foco (3,0), vértice (5,0).

de centro (0,0), vértice (0, 2), eje menor de longitud 3.

de vértices (0,2) y (4,2), eje menor de longitud 2.

de focos (-2,0) y (2,0), eje mayor de longitud 8.

de focos (0,-5) y (0,5), eje mayor de longitud 14.

de centro en (4,0), un foco en (4,5) y un vértice en (4,-13).

de focos en (—+/11,5) y (v/11,5) y un vértice en (6, 5).

de focos F; = (—2, %) Ly = (2, %) y excentricidad es e = \/75

de extremos del eje menor en (5,—2) y (1,—2) y un vértice en (3, 3).

la cual tiene un extremo del eje menor en M = (3, —1), sus focos estan en la

recta de ecuacion y = —6 y su excentricidad es e = */75

Determine, si es que existen, los puntos de intersecciéon de la recta L : x+2y—7 =10

y la elipse x? + 41% = 25.

Determine todos los valores de b para los cuales la recta L : y = —z+b es tangente

: can 22 v
a la elipse de ecuacion 95 + & = 1.
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30. El planeta Mercurio describe una orbita eliptica alrededor del Sol, donde el sol es
uno de los focos de esta orbita. La ecuacion de esta orbita es

1'2 y2

57.0° | 56.62

La mayor y la menor distancia desde Mercurio hasta el Sol, ocurre cuando

Mercurio se posiciona en cada vértice de esta o6rbita eliptica.

a) Cuél es la mayor y cul es la menor distancia a la que se posiciona Mercurio

del Sol?

b) ;Que distancia recorre Mercurio cuando recorre su érbita completa?

Dato: El perimetro P de una elipse es

Prx [3(a +5) —/Batb)(at 3b)] .

¢) Si Mercurio recorre su orbita con una velocidad aproximada de 47,9’%”, La
cuantos dias terrestres corresponde un afo en Mercurio? (1 afio es el tiempo

que se demora un planeta en completar su orbita).

31. Un ttnel semieliptico tiene 3 metros y medio de altura, y 12 metros de ancho.
Don Ramoén va en su camion que tiene 3 metros y medio de ancho y 2,7 metros

de altura. ;Alcanzard su camion a pasar por el tinel?
32. Obtenga la ecuacion, sus principales elementos faltantes y el grafico de la hipérbola

a) de centro (0,0), un vértice en (0,2), un foco en (0,4).
b) de centro (0,0), un vértice en (3,0), un foco en (5,0).
¢) de centro (0,0), un vértice en (-3,0) y un extremo del eje conjugado en (0,-1).
d) de vértices Vi(—2,4), Va(—2, —2) y focos que estén a 5 unidades de su centro.

e) cuyo eje transversal mide 24 unidades y cuyos focos estan en (—10,2) y

(16,2).

f) de vértices (£1,0), asintotas y = 3.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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g) de vértices (0,+£3), asintotas y = £3x.

Determine, si es que existen, los puntos de interseccién de la recta L : x +y =0
y la hipérbola & — ¥ = 1.

Encuentre el area del rectiangulo generado por las asintotas de la hipérbola

2 2

U —
169 9_1'

Encuentre la ecuacion de la hipérbola con centro (0,0), cuyo rectangulo generado

por las asintotas de esta es un cuadrado de area 144, y cuyo eje transversal esta

sobre el eje x.

Encuentre la ecuacion de la hipérbola con centro (0,0), sabiendo que su eje
conjugado esta sobre el eje z, el rectangulo generado por sus asintotas tiene area

64 y el lado que contiene a los vértices de la hipérbola mide 16.

Determine todos los valores de b para los cuales la recta

5
L:y:§x+b

. . g2 2
no intersecta a la hipérbola de ecuacion 5 — £ = 1.

Natalia y Juan Carlos caminan por la avenida del Mar. La idea es encontrarse en
un punto que esté a la misma distancia de ambos. Juan Carlos se ubica al este de
Natalia. Juan Carlos escucha un trueno 1 segundo después que Natalia. El rayo
cae en una calle paralela a la avenida del Mar, la cual estd ubicada a 800 metros
de esta. Ademas, el rayo cae a 200 metros del punto de encuentro de la pareja.
A qué distancia estan ubicados Natalia y Juan Carlos? Use calculadora.

Dato: Considere que la rapidez del sonido es de 343™.

Determine a qué curva corresponde la ecuaciéon dada. Posteriormente, determine

los principales elementos de tal curva y grafiquela.

a) > +y*—2x =3
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b) 2 —9y* — 4z + 36y —41 =0
¢) 6z + 16y +21 =0

d) y’+x+y=0

e) 4x? +9y* + 32xr — 18y +37=0
f) y?+6y+8r+25=0

g) 4> —a?+2x—-2=0

40. Determine la curva y grafique el lugar geométrico de todos los puntos del plano

cuya distancia al punto (1,2) es 5. ;A qué tipo de curva corresponde?

41. Determine la ecuacion y grafique el lugar geométrico de todos los puntos del plano
cuya suma de sus distancias a A = (0,4) y B = (6,4) es 10. ;A qué tipo de curva

corresponde?

42. Determine la ecuacion y grafique el lugar geométrico de todos los puntos del plano
cuya distancia a la recta y = —2 es la misma que su distancia al punto A = (4, 6)

LA qué tipo de curva corresponde?

43. Determine la ecuaciéon y grafique el lugar geométrico de todos los puntos cuyo valor
absoluto de la diferencia de sus distancias a los puntos A = (0,4) y B = (4,4) es

6. (A qué tipo de curva corresponde?

44. Determine la ecuacion y grafique el lugar geométrico de todos los puntos del plano
cuya distancia a (0,0) es el doble que su distancia a (1,0). ;A qué tipo de curva

corresponde?
45. Grafique la region del plano determinada por las inecuaciones

a) lx—=3]>2 ANy<l1
b) 22 +9y2>1 A 22+ y2 <4

) *+y? <4 AN 2*—y<l1
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d) 22<y A (z—17°<2—y

46. Considere la parabola de vértice V = (0, 1) y foco F' = (0,0), y la elipse de vértices
Vi = (0,-2),V, = (0,2) y extremos del eje menor en By = (—1,0), By = (1,0).

La figura muestra la region R bajo la pardbola e interior a la elipse.

. Qué inecuaciones debe satisfacer un punto (z,y) para pertenecer a R?
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Respuestas a los ejercicios propuestos.

7.1. Logica y Conjuntos.

1. a) Falso; b) falso; ¢) falso; d) verdadero
2. a) Verdadero; b) falso; c) falso
3. a) Verdadero; b) verdadero; ¢) verdadero
plqg|l~p|~q|perqg|lA~{p+sq) | B:pA~qg|C:gh~p|BVC | A+ (BVQO)
ViV | F F V F F F F V
4. a) |V|F| F |V | F 1% 1% F 1% 1%
Vv F F Vv F V Vv Vv
FIF|V |V | Vv F F F F 1%
plq|r|Aip—=q|B:gq—=r|AANB|p—=r|(AAB)—= (p—r)
VIV ]V Vv |4 |4 |4 Vv
VIV IF 1% F F F %
VIF|V F Vv F Vv Vv
b) |[V|F|F F 1% F F 1%
FIVIV Vv % \%4 \%4 Vv
F|V|F Vv F F \% Vv
F|F|V Vv Vv v v Vv
F|F|F Vv % \%4 \%4 |4

461



462 CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

plagq|r|Aipeqg|Bigeor | ANB | por | (AAB)—= (perr)
VIiV|V Vv Vv Vv Vv Vv
VIV |F Vv F F F Vv
VIEF |V F F F \% Vv

¢) |V|F|F F 1% F F 1%
FlV\V F % F F Vv
FIVIF F F F \% Vv
F|F |V Vv F F F Vv
FlF\|F Vv Vv |4 |4 Vv

5. a) Se tiene que

[(p = @)V ~ple[(~pVgV~p
& [(~pV ~p) Vv
& [~pVd

& [p— 4
b) Se tiene que

(~qV ~p)e~(qg A p)
S~ (gN ~(~p)
&~ (~ (g —~p))

= q—~Dp
¢) Se tiene que

~peqe~p—q AN (@—Dp)
Sl~P—=9 N ~(q@—p)

& [(pA~q) A (gA ~Dp)]

6. a) Contradiccion d) contingencia

b) tautologia e) tautologia

¢) contingencia
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7. 7.1)

7.2)

8. 8.1)

8.2)

9. a)

a) {~1,0,1,2,3}
b) {-1,1}
c) {0}

a) Ninguna
b) solo 2

c) solo2y 3

a) Falsa, z = 2 no cumple
b) falsa, = 3 no cumple
¢) falsa, x = 3 y « = 5 cumplen lo

pedido

a) dJre B:x+5<12

b) dx € B : x es impar

C

d) Vx € B:x no es primo

)
)
)
)
e) Vo € B :a® <100

)

V, ={2,3,4,5,6,8}

b) no

¢) la negacion es

10.10.1)
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d) {—2,2}
e) U

d) solo 2

e) solo 1y 2

d) falsa, z = 4 no cumple
e) falso

f) verdadero

[dr e B,3ye B:x#y A (vesimpar A y esimpar)| A[Vax € B: x es par]

f) reB,yeB:x#y A (2*=9 AN 4> =9)] A [Vx € B:a2?>#9)

120
dr € B:x®>>200 A ——no es un nimero natural,

X

la cual es verdadera con . = 7.

a) Falso, n =1 no cumple

b) verdadero

¢) falso, se cumple para x =10 x = —1
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10.2)

11.11.1)

11.2)
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d) falso, para © = —2 (en general es falso para z nimero negativo)

e) verdadero

f) verdadero

h) falso, por el ejercicio g)

verdadero

)
)
)
g) falso, n = 2 no cumple
)
i)
)

verdadero, r = % cumple con esto

N

neN:n-3<-2
FneN,ImeN:n#m A (n =1 A m*=1)] A VneN:n?#£1]
BreZ IyeZ:z#y N (@*=1 AN y*=1)] AN Ve €Z:2*#1]

dreR:—x>0

)
)
)
)
e) Ve e R: 23 > z?
)z eR:22<0 A 20 #0
) dn € N: (n es miltiplo de 8) A (n no es miltiplo de 2)
)

dn € N : (n es multiplo de 2)
A (n no es miltiplo de 8)

i) dn € N: [(n es multiplo de 2) A (n no es miltiplo de 8)]
V [(n es multiplo de 8) A (n no es miltiplo de 2)]

j) I eR:20+4=0 AN a#-2] V [z=-2 A 20+4#0

1) Falso, = 5 no cumple

2) verdadero, x = 1 cumple con lo pedido

3) falso, x = 1y x = 2 cumplen con lo pedido
1) Ire AVye B:x+y>10

2) Vee A, dye B:x+y>10

3) [Fry, 20 € AVy € Bz #£x9 N (17 +y <10 Azg+y < 10)]
V (Ve A,y € B:x+y > 10)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) Falso, z = —3 no cumple

b) falso, z = —3 y y = —2 no cumplen
¢) verdadero, x = 0 cumple

d) verdadero, s6lo x = 0 cumple

e) verdadero, r = —3 y y = —3 cumplen
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a) Porque ningin nimero natural n es mayor que todos los niimeros naturales

b) Yn € N,3dm € N: m > n Es verdadera porque para cada ntimero natural n,

existe otro nimero natural m que lo supera

a) Falso, dado que si x = —1, éste no esta entre ubicado entre un niimero

natural n y su sucesor n + 1

b) Ix e RRVn e N:n >2x V x> n+1, la cual es verdadera para x = —1,

dado que este n > —1 para todon € N
a) A={4n:n € N}
b) B={n?:neN,n <6}
¢) C={neN:nesprimoA n<1}
a) A={-2,2}
b) 0
¢) H={E,D,U,C,A,I,O,N}
a) Falso, dado que b ¢ {a}
b) verdadero, dado que a € {a, b}
¢) verdadero, dado que todo conjunto es subconjunto de si mismo
d) verdadero, dado que el nico elemento de {{a}} es {a}

e) falso, dado que a ¢ {{a}}

f) falso, dado que el conjunto de la derecha no tiene elementos
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g) verdadero, el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto
h) falso, dado que 0 ¢ {a}
i) verdadero, dado que los elementos del conjunto de la derecha son {a,b} y ¢
7) verdadero, dado que {a,b}} pertenece a {{a, b}, c}
18. a) Es falso que A C B, dado que x = 15 no pertenece a B. Es verdadero que
BCA
b) = CND={reN:uzesmiltiplo de 12}

» AUB = {z € N: z es multiplo de 5}

AN B = {r € N:z es miltiplo de 10}
B—-—A=10

BNCND={xeN:xzes miltiplo de 30}

¢) Verdadero, dado que cualquier multiplo de 4 o de 6 es también multiplo de

2
19. (AUB) — (AN B) = {3,5,6,8}
20. A° = {-3,3}

21. a) Falso, dado que 5 ¢ A
b) falso, dado que {3,5} € A
¢) verdadero, dado que {3} C B
d) verdadero, dado que A C B

e) falso, dado que {0} ¢ B
22. S6lo b)

23. a)
(ANB)U(A—-DB)=(ANB)U (AN B
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y por distributividad
(ANB)U(ANBY)=AU(BNB)=A

b) Note que la tesis es el contrareciproco de la hipotesis.
¢) Note que

A—(A-—B)=AN(ANB)" = AN (A°UB).

Usando distributividad y la hipotesis obtenemos que

AN(A°UB)=ANB =8B

(A-—B)UANB)U(B—A)=(ANB°)U(ANB)U (BN AY)
Luego aplique asocitividad y distributidad para obtener AU B
e) BCAUB=A

f) Por un lado, es facil ver que AN B C A.

Por otro lado, si © € A, entonces x € B o x ¢ B. Pero no es posible que
x ¢ B, dado que por hipotesis A — Bl). De este modo, © € AN B (los detalles

a cargo del lector)

g) A=ANBCB

24. a) Ax B=1{(1,2),(1,4),(1,6),(1,8),(3,2),(3,4),(3,6),(3,8), (5, 2)
(5,4),(5,6),(5,8),(7,2),(7,4),(7,6),(7,8)}.
b) C = {(172)7 (178)’ (3a 6)7 (574)7 (7a 2)7 (77 8)}

c) aAx B
25. No, dado que si A ={1,2} y B = {3} entonces (1,3) € Ax By (1,3) € Bx A

26. a) Si (z,y) € A x ) entonces y € (), lo cual es una contradiccion
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b) (z,y) € Ax (BUC) equivale a que
(xe AN (yeB Vv ye())
Ahora usando distributividad concluimos equivalentemente que
(x,y) € (Ax B)U(Ax ().

¢) Analogo al ejercicio anterior

d) Si (z,y) € Ax C entonces z € Ay y € C. Usando la hipétesis, concluimos
que (z,y) € Bx D

27. A 12 encuestados

28. 570 personas
29. a) 140 personas b) 30 personas

30. a) 22 empleados b) 92 empleados

7.2. Conjuntos ntmericos.

1. 16 mujeres
2. 60 hinchas blancos, 120 hinchas azules, 180 hinchas neutrales

3. Cristobal aporté 70 laminas, Diego 120 laminas y Felipe 240 laminas

4. a) 85AC ¢) 70 anos e) 3DC.
b) 15AC d) 18AC f) 32 afios
5. a) 11 pisos c) en el piso —1
b) 10 pisos d) en el piso 5

6. —$66000, por lo que ain debe $66000
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) 2794 anos.
b) en el ano 393 A.C.

¢) 2289 anos

17 encuentros, y pasaron 2 anos desde el ultimo encuentro hasta el fallecimiento

de Abraham
En ambos casos quedan % del total

a) 2 bolitas negras
b) 2 bolitas negras

¢) ninguna bolita
250 ml
32 estudiantes

350 llaveros, los cuales corresponden a g del total

)§>2
AV
5 9
R ST
c)i<l<2
10 20 5
9 7 11
12 d) 1— -
a) 13 ) 135 8 1
5 19 4
b) 2 i =
)9 °) 20 h) 175
1 17
= £ L
) 13 ) %
a) 27 6 a) =
5 ) 25 ) 3
b) 7 ¢) 39 e) 2

a) Mas amarillenta



470

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25

26.

27

28

29.

CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

b) si, & de litro de pintura

» 24
19
c)

24

250 kg
a) —
b) —

Si, cada uno tomo % de la botella

a) 3 de cada pizza

b) 2 del total de las pizzas

5 de una taza de azucar
12 115
a) — d) =
5) 333
22 271
b 5 °) 50
171 823
¢) - f) —
99 198
. Sélo a) y b)

a) 6 tazas y media

No, dado que antes de los 7 segundos su rapidez es 0

C)%

d) en 30 minutos

3 L .
¢) 45 quedo en cada pizza

d) %, es decir, 1 pizza y % de pizza

4811
900

b) no, dado que necesita 1 paquete y 13—0 de un paquete

. 8 tazas

. 2 litros y medio

13
a) —
18

b) 54000 entradas
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¢) 30000 entradas

30. $8000

31. $40000

32. $20000

33. a) No, dado que el territorio chileno apto es de 150,000 km?, y el territorio

brasilefio apto es $850,000 km?

b) 1,7%

34. Falso, porque el recargo pasado dos meses es de $816, y el 8% de la deuda es de

$800

35. a) La mitad de la herencia

b) £ de la herencia

¢) 100 millones

d) Hugo recibi6 24 millones, Paco recibié 26 millones y Luis 37,5 millones

36. a) 35%

b) falso, dado que 27000 habitantes de Buenas Peras votaron en contra del

puente, versus 28000 habitantes de Pelotillehue
¢) falso, dado que el 80 % de 140000 es 112000, y no 55000

d) si, dado que votaron a favor en total 85000 personas

37. Aproximadamente 35 metros y medio de cuerda.

38. a) Falso, 8 #6 e) falso, 128 # 16384

)

b) falso, % =+ % f) falso, 625 # 125
¢) verdadero g) verdadero

d)

falso, 128 % 4096 h) verdadero
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

i) falso
a) 2000 - 3
b) 2000 - 3"

a) 1800

b) 10800

7) verdadero

c) 4500 = 325322 y 5400 = 3% -5%- 23 por lo que su MCM es 3?5323 = 303

a) Falso, \/_6— 6
b) falso, V108 = 6v/3

¢) falso, 1/(—=3)> =3

d) verdadero

f) falso, ¥/—1=—1
g) verdadero

h) verdadero

—20

a) No, si x = 0, entonces /z =0

b) si, x =

1
4

)
)
)
)
e) falso, /=27 — v/27 = —6
)
)
)

2
i) falso, (ﬁ) =24,/

7) falso

k) falso, v/—81 no est4 definida en R
[) verdadero

m) verdadero

n) verdadero

n) verdadero

¢) no, cualquier 0 < x < 1 cumple con esto

d)
24/3 metros

Kl terreno A
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48.

49.

20.

ol.

02,

33.

o4.

29.

a) 15-107 grados Celsius
b) 1,5-107* kgs
¢) 5,2-107 kgs

d) 9-107% mm3

a) 140 mil kms

b) 2 miligramos

¢) 5000 millones de toneladas

13600 veces

Aproximadamente 21 veces, es decir se puede observar solo alrededor de la o;

parte del universo
0,02 %

1%

96 %

5040 millones de pesos

e) 6,410 metros
f) 9-107° metros
g) 5,4-10" pesos chilenos

h) 3,1536 - 10® segundos

d) 2,4 billones de pesos

e) 10900 kms

473

1
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7.3. Proporcionalidad.

1. a) Directamente proporcionales h) directamente proporcionales

b

inversamente proporcionales i) directamente proporcionales

¢) inversamente proporcionales

j) inversamente proporcionales

)
)
)

d) directamente proporcionales
) k) inversamente proporcionales
)

)

e) inversamente proporcionales
f) directamente proporcionales 1) inversamente proporcionales
g) inversamente proporcionales m) inversamente proporcionales
2. a) 36 pizzas /) en la distribuidora B
b) 9 clips g) $250000
c) 8 meses h) 100 veces
d) de 50 litros cada tonel i) aproximadamente 1852 litros
e) 40 personas 7) 10 veces
3. a) 9 costureras b) $75000 c) 9 dias
4. No, dado que la segunda sujecciéon vertical debe medir 10 metros

5. La madre $150000 y Sandra $60000

6. a) Si
b) deberian retirarse por lo menos 90 asistentes

¢) deberian ingresar 3 guardias

7. En Vina del Mar, dado que en esta ciudad, por cada 6 kms cuadrados habian

8000 autos, v en La Serena por cada 6 kms cuadrados habian 9000 autos

8. a) Aproximadamente $879200 pesos chilenos
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b) 16,17
¢) aproximadamente 527 metros

d) 83,3

seg

e) 200 afos

9. a) 63 anos, 8 meses y 24 dias
b) bl) Si, dado que le debian dar $5390 Dirham marroqui
b2) aproximadamente $178 euros
¢) cl) 1,008%2
¢2) 5 minutos y 57 segundos
c3) 37 veces
d) d1) La densidad del aceite es de 0,92Z, y la densidad de la leche es de
1,032%
d2) flota en ambos, dado que la densidad del trozo de madera es de 0,4Z
e) Aproximadamente 7 vueltas y media
f) f1) 1 millén 270 mil billetes
£2) 127 millones de pesos
9,46 - 10*2 kms
aproximadamente a 4,1 anos luz
9,46 - 10%¥kms®
3,89 - 10?2 anos luz cubicos
h) h1) 130 mil trillones de atomos

h2) aproximadamente 284 mil granos

i) 560 trillones de botellas
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7.4. Numeros reales y lenguaje algebraico.
1. a) si, corresponde a 50 + x [) si, corresponde a
b) si, corresponde a 2z + 2y g) si, corresponde a z — 5000
¢) no, corresponde a z — 50 h) no, corresponde a g
d) si, corresponde a 5000 — z i) si, corresponde a 12(z — 3)
e) si, corresponde a 4z 7) si, corresponde a %
. x r—1
2. a)x—1 c) 3 e) .
x x
1 el
b) 3z d) 9 /) 1
3. a) x+4 e) 2z +20
b) r—4 -
P53
c) AT —x
d) x—17 g) 12x

4. a) ad(bc+ ce + ef) ) (x+5)(x+2)

b) z?*(2x — 1)(1 —z) m) (x—7)°
¢) 6(3z + 4y — 5z) n) (r—4)(x +3)

d) bx’y*(2x — 3y — 4x3y?) n) (z+12)(x —5)

e) (v —y)(z+w)
5,01 2
f) T <§x—§+4x)
9) (@ +y*)(z—y)(z+y)

0) (z—3)(x —2)
p) (z—3)(z+2)
q) (z+3)(z—2)
h) 9(4x® — 3y)(42® + 3y) r) (2 +1)(9z — 1)
i) (622 — 13y%)(622 + 13y) s) (x—2)(5z — 3)

i) =D+ D)@ +z+1)@?—o+1) Bz +2) (20 —1)

k) 122%(x — 2)(x + 2)
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v) (22 +4)

w) z(x —9)(x + 6)

z) 3z —1)(922 4+ 3z + 1)

)
)
)
)

y) 8(1+2y%)(1 — 2y + 4y)

4x
(x —=3)(x+1)

a) No es posible simplificarla
b) 2% +1

Tz —6
r—3

1
(x +5)(x + 3)
z—06

(x+2)(x+3)(z—1)
2(x — 2)
23 (x — 4)°

3+
3—=x

d)

14z +22
2—x

V2r+1++3

¢)

e)
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d) 0

e) t=4—-2t y=t,cont €R

10. a) 15
b) 147, 148, y 149
¢) 12 naranjas en la primera caja, y 15 naranjas en la segunda caja
d) 8 mililitros de acido
e) sus hijos tienen 8, 12 y 16 anos, y Raul tiene 40 anos
f) Maria José aporto $33500 y Carlos aporté $40500
g) 25 papas, 38 maméas y 43 ninos
h) 25 cerdos, 45 ovejas y 50 vacas
i) 12 billetes de $2000, 24 billetes de $5000 y 26 billetes de $1000
7) 18 naranjas, 36 manzanas y 72 platanos
k) el libro me cost6 $14000, las gafas $28000 y el sombrero $42000

[) Pepe Cortisona obtuvo 1500 votos, Condorito 4500 votos y Ungenio 6500

votos
m) actualmente, Maria tiene 11 anos y Pedro tiene 22 anos
n) 70 autos y 40 motos
i) 14 respuestas correctas y 6 respuestas incorrectas
0) 46 lapices pasta y 50 lapices grafito
p) El pantalon le costo $30000 y la polera $18000

q) 25 minutos
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11.

r) 20 minutos

s) $700.

a) *—Tr+12=0,cona=1,b=—T,c=12

b) 2> —6x+5=0,cona=1,b=—6,c=5

¢) 222 +x—1=0,cona=2b=1,c=—1

d) 152> =2z —1=0,cona=15b=—-2,c = —1

e) 22 —4=0,cona=1,b=0,c=—4

f) 2> —6x+9=0,cona=1,b=—6,c=9

12. a=20a = -2

13.

14.

a) x=13 V o =—-13

b) =0V z=-1

c)x=9V x=4

d) no tiene solucion en R

e) x=T7V x=-5
f)z==-7TV x=5

g) =6 V z=-1

n)x=3 r=-

N[ =

A) x=1+v2V 2oz=1-+2
0) r=24+V3Vr=2-—3
p) no tiene soluciéon en R

Q) 1=5+V5V r=5-+5
rYr=a+vVbV z=a—b

— 43 — 13
§) x="0F V=5

t) =3V x=-3

479
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15.

16.

17.

CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

a) ¢<9 b) c=9 c) c>9

a) 25 metros de largo y 4 metros de ancho
b) 2y 7
¢) aproximadamente 3 metros y 40 centimetros

d) d1) 1,5 centimetros

d2) 20 centimetros de largo y 13 centimetros de ancho
e) 1 metro 80 centimetros
f) 10 metros

g9) gl) El precio de compra es 2% y ¢l precio de venta es 29990 4 2000
g2) (z — 3) (2290 4 2000)
g3) 40 floreros

h) h1) Su nueva rapidez debe ser x + 20, el tiempo usual es 22 y el nuevo
tiempo es 2%

h2) aproximadamente a 97 &2
a) ]—00,4] k) 0
b) [4,+o0 1) ]=00,3|
¢) ]=o0,2] m) ]—00,0[U]2, 00|
d) [3,+oo] n) J—oo, —1] U [2, +oo]
) [1,4] a) 110U 5.1
f) ]=00,=5[U]5, +oo] 0) ]=2,0[U]2,+o0]
g9) R p) ]—oo, —1{U]-1,1]
h) 10, 4] q) ]=00,0] U1, 4o0]
i) 10, +o0] r) [-2,—1]U]3,§]

,7) [_274] 3) 0
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18.

19.

20.

21.

a) 64 minutos

b) més de $500000

¢) entre $2500 y $3750

d) entre los 0 y los 6 segundos
e) més de 4 afios

f) entre las 1 y las 4 horas

a) |z| =3, cuya solucion es t =3 0z = —3

b) |x — 5| =3, cuya solucion es x =2 0 z = 8

¢) |z — 5| <4, cuya solucion es [1, 9]

d) |x — 5| > 6, cuya solucion es |—oo, —1[ U |11, +o0]

e) |z + 3| <7, cuya solucion es |—10, 4]

f) |z + 3| > 4, cuya solucion es |—oo, —=7] U [1, +-00]

g) 5 <l|x+1| <8, cuya solucion es [—9, —6]

L3}

{
{3}
{

O (el

S
e N e N N e
S%

=
SSIRS
—

U [4,7]
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22.

23.

24.

CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

a’) ]_OO’ _2} U [4’ +OO[ C) ]_007 _1] U ]47 +OO[
) 1-9.1] &) [-9,1]
a) % e) |]—oo, —1] i) 0
b) 0 f) [-2,2]

1) 10,4
c) [0,3] g) [1,+oo]
d) [£,2] U[3, 400 h) [0, 4] k) [7,11]
a) 3000 personas b) 84 anos ¢) en 2027

25. A 1 km y 250 metros

26.

7.5.

a) No es acotado inferiormente. Es acotado superiormente y su supremo es 3
b) es acotado inferiormente y su infimo es —3. No es acotado superiormente

¢) es acotado inferiormente y su infimo es —3. Es acotado superiormente y su
supremo es 3

d) es acotado inferiormente y su infimo es —3. Es acotado superiormente y su
supremo es 3

e) es acotado superiormente por 2, el cual es su supremo. Es acotado
inferiormente por 1, el cual es su infimo

g) es acotado inferiormente por —1, el cual es su infimo. Es acotado

superiormente por 1, el cual es su supremo

Induccién, progresiones y teorema del binomio.

a) n=1: queda a cargo del lector.
k(k+1)(2k+1)
6
o (k+1)(k+2)(2k+3)
N 6

Sumando (k + 1)* en ambos miembros de la H.I., obtenemos la T'.1.

HI :124+22+.. . +k>=

TI :124+22+. .+ +(k+1)
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b) n=1: queda a cargo del lector.
HI:1+2+2% 4. . 421 =2F_1

TI :14+24+2%4 .. F2F 1 p ok = okl
Sumando 2¥ en ambos miembros de la H.I., obtenemos la T.1.

¢) n=1:queda a cargo del lector.

2 k—1 Tk—l
HI:14+r+r"+. . +r=
r—1
SEE1
TI. :14r+r24. . 41 ek = 1
7’_

Sumando 7* en ambos miembros de la H.I., obtenemos la T.1.

d) n=1: queda a cargo del lector.
k(k+1)(2k+7)
6

(k + 1)(k +2)(2k +9)
6

Sumando (k + 1)(k + 3) en ambos miembros de la H.I., obtenemos la T'1.

HI:1-342-443-5+... +k(k+2)=

T.0:1-342-443-5+...+k(k+2)+ (k+1)(k+3) =

e) n=1:queda a cargo del lector.
HI:1-114+2-2143-31+... +k-K=(k+1)!-1
TI:1-34+2-443-54+...+kkl+Gk+1)k+1)=Fk+2)!-1

Sumando (k+ 1)(k + 1)! en ambos miembros de la H.I., obtenemos la T'1..

f) n=2:queda a cargo del lector.
HI.:3">1+2k

T.I.:3 1 > 349k

Multiplicamos la H.I. por 3, obteniendo que

31 > 3+ 6k



484 CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

Por otro lado, para k € N, k > 2, se tiene que
3+ 6k >3+2k

Combinando las dos ultimas desigualdades obtenemos la T'.1..

g) n=2: queda a cargo del lector.
HI.:(1+a)">1+ak

TI:(14a)">14ak+a

Multiplicamos la H.I. por 1 + a > 0, obteniendo que
(1+a)"™ > 14 ak +a+d’k
Por otro lado, para k € Nk > 2 y a # 0, se tiene que
1+ak+a+a’k>1+ak+a

Combinando las dos tultimas desigualdades obtenemos la T'.1..

h) n=1": queda a cargo del lector.
H.I. :2%>2k

T.I.: 281 > 9k +2

Multiplicamos la H.I. por 2, obteniendo que
2+ > YL
Por otro lado, si k € N, se tiene que
4k > 2k + 2

Combinando las dos tltimas desigualdades obtenemos la T'.1.
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i) n=1:queda a cargo del lector.
H.I.:2"' <kl
T.1.:2" < (k+1)!
Multiplicamos la H.I. por 2, obteniendo que
28 < 2k
Ademés, si k € N, se tiene que
2k! > 2k + 2
Combinando las dos tultimas desigualdades obtenemos la T'.1.
7) Sin =2, entonces la propiedad propuesta corresponde a
1 1
—+—>V2s2>1
1 V2
por lo que es verdadera.
1 1 1
HI:—+-F=+...+—=>Vk
vVioV2 Vi
1 1 1 1
TI].: —+—4—=+... 4+ =+ ——=>VEk+1
V1oV2 Vi VE+1
Sumando \/kl? en ambos miembros de la H.I., obtenemos
1 1 1 1 1
—t—=+..t—=+ > VE+
V1oV2 Vi VEF1 VE+1
Luego como
1
Vi + >VE+1ek>0
vk +1
entonces combinando las dos tltimas desigualdades obtenemos la T'.1..
k) n=1: queda a cargo del lector.
k3 4 2k k+1)°+2(k+1
H.I :JdpeN: j’; :p,T.I.:Elqu:(+)+(+>:q

3
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Desarrollando el miembro derecho de la T.I., obtenemos

(k+1)°+2(k+1) (K +2k) + (3k2 + 3k + 3)
3 B 3
_ 3p+3(k+Ek+1)

3
=p+k +k+1=g¢q

(porH.I.)

Como el valor de g obtenido pertenece a N, entonces queda demostrada la

T.1.

n = 1: queda a cargo del lector.

4k — 3k —1 4kt _ 3k — 4

HI :dpeN: 9 =p, T.I.:dg € N: 5 =q

Desarrollando el miembro derecho de la T.I., obtenemos

AR 3k —4 445 — 3k —4

9 9
4 1)—-3k—4
_ 49 + 3k +9 ) — 3k (porH.1)
9(4p + k
:—(p9+ ):4p+k::q

Como el valor de ¢ obtenido pertenece a N, entonces queda demostrada la

T.1.

n = 1: queda a cargo del lector.
2k 22k 62k+2 _ 22k+2

HI :3peN:— =p T.I.:3¢g€ N: 1

1 —4

Desarrollando el miembro derecho de la T.I., obtenemos

62k+2 _ 22k+2 B 36 - 62k — 4 .92

4 4
36(4 22kY — 4 . Q%
= (p + 4) (porH.I.)
4(36 8. 2%
_ 4 pz ) 6prs.9%—g

Como el valor de ¢ obtenido pertenece a N, entonces queda demostrada la

T.1.
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n) n=1: queda a cargo del lector.

2 g2k k2 g 2k+2
=p, T1.:3geN: ————F—— =g
r—Y r—Y

H.].:EIpGI\T:m

Desarrollando el miembro derecho de la T.I., obtenemos

g2k g 2042 _ 22 g2k g2 g2k
T —y T —y
2 . 2k\ _ .2, 2k
:x(p(x WAy vy (porH.I.)
T —y
(z —y)(@®p+ (x+y) - y*) ok

= =2’p+ (z+y) vy =g¢
T—y

Como el valor de ¢ obtenido pertenece a N, entonces queda demostrada la

T.1.

=

Para n = 1, se tiene que ab = ab, por lo que la aseveracion es verdadera.
HI. :d"-bF = (ab)*, T.1.:a"' 0" = (ab)*!
Desarrollando el miembro derecho de la T.I., obtenemos
aF B = (0 b) - (0¥ - bF) = (a-b) - (ab)"(porH.I.) = (ab)"*!
de donde queda demostrada la T'.1.
0) n=1:queda a cargo del lector.
HI. :(-1)*=1
7.1 (-1)*7? =1
Desarrollando el miembro izquierdo de la T'.1., tenemos que
(=) = (—=1)* . (=1)> =1-1(porH.I) =1

de donde queda demostrada la T'.1.

p) n = 1: Si un conjunto A tiene 1 elemento, o sea, si A = {a}, entonces
P(A) = {0,a}, por lo que P(A) tiene 2 = 2! elementos, y la aseveracion es

verdadera.
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La H.I. es que cualquier conjunto de n elementos tiene 2" subconjuntos.
Como T.I. queremos probar que cualquier conjunto B con n + 1 elementos
tiene 2" subconjuntos. Si B es un conjunto de n + 1 elementos, entonces
podemos expresarlo como B = AU {b}, con A un conjunto de n elementos,
y b un elemento de B tal que b ¢ A. Los subconjuntos de A también son
subconjuntos de B, y son 2" (Por H.I.). Ademas, si a cada subconjunto
de A le agregamos el elemento b, obtenemos otro subconjunto de B. Los
subconjuntos de B formados de esta forma también son 2". De este modo,

B tiene 2" 4 2" = 2. 2" = 2"F! subconjuntos, y la T.1. queda probada.

2. a) 30+ n d) (n+1)'—1
2n% 4+ 3n? +n — 330
b) 5 e) n
)2n3—|—27n2+25n+96 /) L
¢ 6 n+1

3. a) (1+1)' =it =4P + 62 +4i+1

"L n(n+1)\?

b = | —~

2= ()
c¢) 3025

4. S, =n(n+1), por lo que 5,00 = 100 - 101 = 10100.

5. De 5040 formas

6. De 210 formas

7. a) De 360 formas
b) de 24 formas

¢) 15 grupos

8. a) De 40320 formas

b) de 336 formas
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9.

10

11.

12.

13.

14.

15.

¢) de 120 formas

Sean k,n € N, con k£ < n. Se tiene que

(k; . 1) * (Z) = 1)!(2!— P k;!(nni 1!

n! n!
TG DRkt D) kD)

_ knl+nl(n—k+1)

El(n —k+1)!
 (n+1)!
CEl(n+1—k)

_(n+1
O\ k
Use la formula del teorema del binomio cona =1y b=1
n=4
(V2= 1) +70v2 = (8 — 24v/2 + 60 — 40v/2Z + 30 — 63/2 + 1) + 70v/2 = 99
) ~(T)r ke
b) _(%050) x’ 2351365
¢) no existe

d) Como 101 términos, entonces son 50 términos a la derecha y 50 términos a

la izquierda del término central. De este modo, el término central estd en la

posicion 51, por lo que corresponde a —(4) 2% ks
a) ()22~ ¢) (¥)3182°
b) (2732123 d) (2T)3H13y12 y (2T) 31301015

(s
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16. n =6
17. a) 2+3n b) no existe
18. a) 2n—1

b) si, y que corresponde a la que esta en la posicion 147
19. Hay 16 filas y 5 tablas en la parte superior

20. En 15 dias

1
21. g cms

22, a) $61000
b) $913000

¢) en la tercera semana de noviembre

23. si, dado que a esa hora, deberian haberse enterado del secreto 22,3 millones de

personas
24, a=—-2yd=14
25. wa=0648yr=3
. a:648y7":—%

26. sus primeros 4 términos son %, %, %, %, yvd=1

27.  a) 7 términos b) 147

28. @) 9 términos b) 1533
406(49 + 2884

29. (49 + )

2
30. 32(2% — 1)

31. a) k=1y la progresion es 2,5,8
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7.6.

oo

b) = k =2,y laprogresion es 3,6,12

= k= —2, vy la progresiéon es —1,2, —4

(Geometria Analitica.

a) (3,—=5), el cual se encuentra en el cuarto cuadrante
b) (2,3), el cual se encuentra en el primer cuadrante

¢) (1,—1), el cual se encuentra en el cuarto cuadrante

a) (4,6)

b) 24/13 unidades

a) Su pendiente es 3 ¢) aumenta de 3 en 3
b) creciente d) aumenta de 6 en 6
a) Su pendiente es —2 ¢) disminuye de 2 en 2
b) decreciente d) disminuye de 4 en 4

. No, dado que la pendiente m es tal que

m = 20 =0,11 > 0,08
80v/5

a) D=(-3,1)

b) silo es, dado que sus angulos interiores son rectos

¢) 16+/2 unidades

d) 24 unidades cuadradas

. Pertenecen a la recta los puntos A;(3,1), A3(6,3), Ay(—3, —3)
. Si, y su ecuaciéon es y = —3x + 2

. Con cualquiera de las dos formas, el area es de 14 unidades cuadradas.
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10. (3.3)
1. ) y=32+3 f)y=—3z+%
b) © =3
) 9) y=3x+2
c) y=-1
h =1 2
d) y=-x+3 ) y=dv+
e) y=>5 i)y=—-x+bey=x+1

12. y:—%x—l—fiey:—%x—?)
13. y=2-38
14. (0,1)y (3,-2)

15. a) A=(4,8),B=(0,—6),C = (6,-2)

b) el area de A ABC' es 34 unidades cuadradas y el drea de A MNP es 8,5

unidades cuadradas

16. a) (3,2)

b) (1.3)
¢) (0,5)
d) son colineales, dado que los tres puntos pertenecen a la recta de ecuacion
Yy = %x + }L
17. a) (z+1)°+(y—2°=9 d) (z—17+(y+1)7>=4
b) (x—2)"+(y—1)" =25 ) (x—1)"+(y—2)" =4
¢) (x—2)*+ (y+4)° =61 f) @+1)°+(y—2°=10
18. a) C: 22 + 9% = 1 no, pertenece al exterior

b) si
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19.

20.

21.

22.

¢) no, pertenece al interior

a) C'=(3,-2)

b) (x—3)"+ (y+2)° =25

a) La distancia es 2 unidades. Si
b) 36 unidades cuadradas

c) (x—37+(y+2°=25

d) (z+2)°+ (y+1)*> =20

e) 3x —y+ 2 = 0. Es una recta que esta a igual distancia de las dos rectas en

cuestion.

f) y =0y z = 1. Estas rectas son las bisectrices de los angulos que forman las

rectas en cuestion.

a) Ecuacion: 2 = —6y, directriz: y = %, eje de simetria: x = 0, longitud cuerda

focal: 6

b) ecuacion: —8(x — 3) = (y — 2)?, directriz: © = 5, eje de simetria: y = 2,

longitud cuerda focal: 8
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¢) ecuacion: —12(y + 1) = 22, foco: (0, —1), eje de simetria: x = 0, , longitud

cuerda focal: 12

_________________________________

d) ecuacion: —12(z + 2) = (y—1)%, foco: (—=5,1), eje de simetria: y = 1, ,

longitud cuerda focal:

e) ecuacion: 8(y — 1) = (x4 1)%, vértice: (—1,1), eje de simetria: 2 = —1,

longitud cuerda focal: 8
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f) ecuacion: —8 (y + 1) = x?, veértice: (0,—1), foco: (0,—3), eje de simetria:

r=20

g) ecuacion: b (y + g) = (x — 3)2, vértice: (g, —g), foco: (%, 1), eje de simetria:

x = g, longitud cuerda focal: 5
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23. 8(z —2) = (y—5)°y —8(z — 6) = (y — 5)°

2. 32 +y—2=0y2r—y—8=0

1
240"

b) Cada torre que estd a 20 metros del punto méas bajo, tiene una altura de

25. a) y= 2

2 metros y 60 cms aproximadamente. cada torre que estd a 40 metros del

punto mas bajo, tiene una altura de 6 metros y 60 cms aproximadamente

26. A 1,66 metros aproximadamente

2

27. a) Ecuacion: "g—z + % = 1, vertice faltante: (—5,0), foco faltante: (—3,0),

extremos eje menor (0,4), (0, —4), longitud cuerda focal:6,4
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b) ecuacion: % + % = 1, vértice faltante: (—2,5;0), focos: (—2,0),(2,0),

extremos eje menor (0, 1,5), (0, —1,5) longitud cuerda focal:1,8

c) ecuemci(’)n:(xg—f)2 + (7’;—22)2 = 1, centro:(2, 2), focos:(0,27;2)(3,73;2), extremos

del eje menor: (2, 1), (2, 3), longitud cuerda focal:1

Yy

d) ecuaci()n:i—; + % = 1, centro:(0, 0), vértices:(—4,0), (4,0), extremos del eje

menor: (0;0,346), (0; —0,346), longitud cuerda focal:6
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e) ecuacion: = 1, centro:(0, 0), vértices: (0, 7), (0, —7), extremos del eje

(W ’
menor: (4,9;0), (—4, 9;0), longitud cuerda focal:6, 85

f) ecuaci(’)n:(9”1;)2 + % = 1, foco faltante:(4, —5), vértice faltante: (4,—13),

extremos del eje menor: (16,0), (—8,0), longitud cuerda focal:22, 15

///\\
\ \ //

= 1, centro:(0, 5), vértice faltante: (—6,5), extremos del

o x? —5)*
g) ecuacion:gz + (y52)

eje menor:(0,0)(0, 10), longitud cuerda focal: 8,3

A
NEBY
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h) ecuacién:i—; + (1(’\;%%2 =1, centro:(0, 1,5), vértices:(—4; 1,5),(4; 1,5), extremos

del eje menor: (0;4,96),(0, —1,96), longitud cuerda focal:6

i) ecuaci()n:(%;—23)2 + (;,;_22)2 = 1, centro:(3, —2), focos:(3,—7), (3, 3),
vértices:(3; —6,6), (3;2,6), extremos del eje menor: (1, —2), (5, —2), longitud

cuerda focal:1,6

7) ecufcxci()nz(zl_og)2 + (y;ﬁ)Q = 1, centro:(3,—6), focos:(—4,—6),(10,—6),
vértices:(—7,—6), (13, —6), extremos del eje menor: (3, —13), (3,1), longitud

cuerda focal:9,8
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28. intersecciones en (3,2) y (4, %)

29. b=50b=-5

30. a) La mayor distancia es de 69,8 millones de kms, y la menor distancia es de

46 millones de kms
b) aproximadamente 359,7 millones de kms

¢) un ano es de aproximadamente 88 dias terrestres

31. Si, dado que si el camién tiene ese ancho, entonces para pasar por el puente debe

tener a lo mas 3,34 metros de altura

32.  a) Ecuacion: g—z — (\/%)2 = 1, centro: (0,0), foco faltante: (0,—4), vértice

faltante: (0, —2), extremos del eje conjugado:(—3,46;0), (3,46;0), longitud
cuerda focal:3, 46
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b) ecuacion: g—; — Z—i = 1, centro: (0,0), foco faltante: (—5,0), vértice faltante:

(—3,0), extremos del eje conjugado:(0,4), (0, —4), longitud cuerda focal:0, 83

¢) ecuacion: ;f—z— 31’—2 = 1, centro: (0, 0), foco faltante: (—3,16,0), (3,16, 0), vértice
faltante: (3,0), extremos del eje conjugado: (0,—1),(0,1), longitud cuerda
focal:0, 66

d) ecuacion: (3’;—2})2—(%—3)2 =1, centro: (=2, 1), focos: (—2,6)(—2, —4), extremos

del eje conjugado: (—6,1),(2,1), longitud cuerda focal:1,5

N

N

[ 1
 CARSREES S W1

4
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e) ecuacion: (x;;;)Q - (ygf)Q = 1, centro: (3,2), focos: (—2,6),(—2,—4),

vértices:(—9,2), (15, 2), extremos del eje conjugado: (3,—3),(3,7), longitud
cuerda focal:0, 83

f) ecuacion: f—j — % =1, centro: (0,0), focos: (—3,16,0)(3,16,0), extremos del

eje conjugado: (0, —3), (0, 3), longitud cuerda focal:6.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

g2
g) ecuacion: & — 9z =1,

eje conjugado: (—1,0), (1,

203

centro: (0,0), focos: (0, —3,16)(0, 3,16), extremos del

0), longitud cuerda focal:6

No existen

156 unidades cuadradas

[ A —
36 36 1
2 2
[ -
64 4_1
9 9
[_272]

Aproximadamente a 2,7 km
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39. a) Circunferencia de centro (0,1) y radio 2

y

¢) recta de pendiente —% e interseccion con el eje y en (0, —2)
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d) parabola de vértice (}L, —%), con p = —}l y abre hacia la izquierda

Yy o

g) hipérbola de centro en (1,0), a = %, b =1, eje transversal paralelo al eje y
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

CAPITULO 7. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS.

Circunferencia de ecuacion (z —1)° + (y — 2)° = 25

(z—3)

- ” =4 _
La elipse de ecuacion 5~ + 5= =1

La parabola de ecuacion 12(z — 1) = (y — 6)°

La hipérbola de ecuacion % + % =1

. . . 2
La circunferencia de ecuacion (x — %) +y? = %

2 2
?<Aly—1)7yat+ 4 <1
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