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TAREA 1.
Sistemas Dinámicos Discretos. 525612.

1. Considere el sistema (C, z2)

(a) Encuentre puntos fijos, periódicos, decida si son atractores.

(b) Encuentre 4 subsistemas diferentes.

(c) Estudie las 4 relaciones, decida minimalidad, transitividad y cadena-transitividad.

(d) Decida existencia de puntos quasi-periódicos, almost periodic, recurrentes, non-wandering
y cadena-recurrentes.

(e) Encuentre puntos equiscontinuos, decida equiscontinuidad, sensitividad, positiva ex-
pansibidad y propiedad mezcladora.

2. Demuestre que la sensitividad no se hereda a los factores.

3. Responda si es o no posible que un sistema mezclador tenga un subsistema propio no mez-
clador.

Desarrollo.

1. (a)

z punto periódico⇔ ∃ n > 0 z = T n(z) = z(2n) ⇔ ∃ n > 0 z(z(2n−1)−1) = z(2n)−z = 0

⇔ z = 0 ∨ ∃ n > 0 z(2n−1) = 1⇔ z = 0 ∨ z = eiθ con θ ∈
{

2πk

2n − 1
: k = 0, 2n − 2

}
⇔ z ∈ {0} ∪

{
e

2πk
2n−1

i : n ∈ N, k = 0, 2n − 2
}

= {0, 1} ∪
{
e

2πk
2n−1

i : n ∈ N, k = 1, 2n − 2
}

En particular

z punto fijo⇔ z = T (z) = z2 ⇔ z2 − z = z(z − 1) = 0⇔ z ∈ {0, 1}

Notemos además que{
e

2πk
2n−1

i : n ∈ N, k = 0, 2n − 2
}
⊂ {z ∈ C : |z| = 1}

por lo tanto si z 6= 0 es un punto periódico entonces |z| = 1, definiendo:

A = {z}, ε = 1, δ > 0, x = (1 +
δ

2
)z, n ∈ Ntal que n ≥ − log2 log2(1 +

δ

2
)



notemos que 1 +
δ

2
> 1⇒ log2(1 +

δ

2
) > log2 1 = 0 entonces

n ≥ − log2 log2(1 +
δ

2
)⇒ 2n ≥ 2− log2 log2(1+ δ

2
) =

1

log2(1 + δ
2
)
⇒ 2n log2(1 +

δ

2
) ≥ 1

⇒
(

1 +
δ

2

)2n

= 22n log2(1+ δ
2
) ≥ 21 = 2⇒

(
1 +

δ

2

)2n

− 1 ≥ 1

por otro lado

d(x,A) = d(x, {z}) = |x− z| =
∣∣∣∣(1 +

δ

2
)z − z

∣∣∣∣ =
δ

2
|z| = δ

2
< δ

y además

d(T 2(x), A) = d(T 2(x), {z}) =
∣∣T 2(x)− z

∣∣ ≥ ∣∣x2n
∣∣− |z| = (1 +

δ

2

)2n

|z2n| − |z|

=

(
1 +

δ

2

)2n

|z|2n − |z| =
(

1 +
δ

2

)2n

− 1 ≥ 1 = ε

resumiendo para A = {z}, ∃ ε = 1 > 0, ∀ δ > 0 ∃ x = (1 + δ
2
)z ∃n ∈ N tal que

d(x,A) < δ ∧ d(T n(x), A) ≥ ε

es decir A no es estable, con lo cual A = {z} no es atractor.
Para el caso A = {0} tenemos que ∀ ε > 0 ∃ δ = 1 > 0

1 = δ > d(x,A) = d(x, {0}) = |x− 0| = |x| ⇒ d(T n(x), A) = |T n(x)| = |x|(2
n)

⇒ 0 ≤ lim
n→∞

d(T n(x), A) = lim
n→∞

|x|(2
n) ≤ lim

n→∞
δ(2n) = 0

por lo tanto A = {0} es atrayente.
Para la estabilidad tenemos que ∀ε > 0 ∃ δ = min{1, ε} > 0 tal que ∀n ≥ 0

|x| = d(x,A) < δ ≤ 1⇒ d(T n(x), A) = |x(2n)| = |x|(2n) ≤ |x| < δ ≤ ε⇒ d(T n(x), A) < ε

por lo tanto A = {0} es estable, y junto a lo anterior deducimos que es atractor.

(b) Definimos los siguientes subsistemas de (C, z2)

Y1 := R
Y2 := {z ∈ C : |z| ≤ 1}
Y3 := {z ∈ C : |z| ≥ 1}
Y4 := {z ∈ C : |z| = 2(2n), n ∈ N0}

En efecto Y1, Y2, Y3 son evidentemente cerrados y para Y4 tenemos

Y C
4 = {z ∈ C : |z| < 2} ∪

( ⋃
n∈N0

{z ∈ C : 2(2n) < |z| < 2(2n+1)}

)
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por lo que Y C
4 es la unión de conjuntos abiertos, es decir Y4 es cerrado. Además

x ∈ Y1 = R⇒ T (x) = x2 = x · x ∈ R = Y4 ∴ T (Y1) ⊂ Y1

x ∈ Y2 ⇒ |x| ≤ 1⇒ |T (x)| = |x2| = |x|2 ≤ |x| ≤ 1⇒ T (x) ∈ Y2 ∴ T (Y2) ⊂ Y2

x ∈ Y3 ⇒ |x| ≥ 1⇒ |T (x)| = |x2| = |x|2 ≥ |x| ≥ 1⇒ T (x) ∈ Y3 ∴ T (Y3) ⊂ Y3

x ∈ Y4 ⇒ ∃n ∈ N0 |x| = 2(2n) ⇒ ∃n ∈ N0 |T (x)| = |x2| = |x|2 = (22n)2 = 22n·2 = 2(2n+1)

⇒ T (x) ∈ Y4 ∴ T (Y4) ⊂ Y4

Finalmente tenemos que Y1, Y2, Y3 y Y4 son subsistemas.

(c) Sea (C, T ) con T (z) = z2, 0 < ε ≤ 1
4

y {xi}Ni=0 una ε-cadena de 0 a x, probaremos que

|xi| ≤
1

2
∀ i = 0, N

para i = 0

|x0| = |0| = 0 ≤ 1

2

supongamos que |xi| ≤ 1
2

con lo cual

d(T (xi), xi+1) < ε⇒ |xi+1| = |T (xi) + (xi+1 − T (xi))| ≤ |T (xi)|+ |xi+1 − T (xi)|

< |x2
i |+ ε = |xi|2 + ε ≤

(
1

2

)2

+ ε ≤ 1

4
+

1

4
=

1

2

en particular |x| = |xN | ≤ 1
2

con lo cual

(0, x) ∈ C ⇒ existe una ε-cadena de 0 a x con 0 < ε ≤ 1
4
⇒ |x| ≤ 1

2

Entonces ∀x ∈ C tal que |x| > 1
2

se tiene (0, x) /∈ C y con ello C 6= C× C
Finalmente deducimos que

(C, z2) no es cadena-transitivo

⇒ (C, z2) no es transitivo

⇒ (C, z2) no es minimal

(d) Sea z ∈ C \ {0}, con |z| 6= 1. Consideremos x ∈ C, ε =

∣∣∣∣ |z|(|z| − 1)

2

∣∣∣∣ > 0 y {zi}Ni=0 una

ε-cadena de z a x, entonces

∀ i = 1, N d(T (xi−1), xi) < ε ∧ |zi−1|2 − |zi| = |z2
i−1| − |zi| = |T (zi−1)| − |zi|

⇒
∣∣∣|zi−1|2 − |zi|

∣∣∣ =
∣∣∣|T (zi−1)| − |zi|

∣∣∣ ≤ |T (zi−1)− zi| < ε

⇒ |zi−1|2 − |zi| < ε ∧ |zi| − |zi−1|2 < ε
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⇒ |zi−1|2 − ε < |zi| ∧ |zi−1|2 + ε > |zi|

Caso |z| > 1

ε =
|z|(|z| − 1)

2
⇒ |z|2 − ε = |z|2 − |z|

2 − |z|
2

=
|z|2 + |z|

2
= |z|+ |z|

2 − |z|
2

= |z|+ ε

se tiene
|z|+ ε < |zi| ∀ i = 1, N

en efecto, para i = 1 se tiene

|z|+ ε = |z|2 − ε = |z1−1|2 − ε < |z1|

y además

|z|+ ε < |zi| ⇒ |z|+ ε = |z|2 − ε < (|z|+ ε)2 − ε < |zi|2 − ε < |zi+1|

en particular
d(x, z) = |x− z| ≥ |x| − |z| = |zN | − |z| > ε

Caso |z| < 1

Análogo al caso anterior tomamos ε = |z|(1−|z|)
2

y con ello

|z|2 + ε = |z|2 − (−ε) = |z|+ (−ε) = |z| − ε

se sigue que
|z| − ε > |zi| ∀ i = 1, N

en efecto, para i = 1 se tiene

|z| − ε = |z|2 + ε = |z1−1|2 + ε > |z1|

y además

|z| − ε > |zi| ⇒ |z| − ε = |z|2 + ε > (|z| − ε)2 + ε > |zi|2 + ε > |zi+1|

en particular
d(x, z) = |z − x| ≥ |z| − |x| = |z| − |zN | > ε

resumiendo: Sea z ∈ C, con |z| 6= 0, |z| 6= 1 tenemos

(z, x) ∈ C ⇒ d(z, x) >

∣∣∣∣ |z|(|z| − 1)

2

∣∣∣∣ > 0⇒ z 6= x

por lo tanto
z ∈ |C| ⇔ (z, z) ∈ C ⇒ |z| = 0 ∨ |z| = 1

es decir
|C| ⊆ {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1}
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Por otro lado vimos que Q :=
{
e

2πk
2n−1

i : n ∈ N, k = 0, 2n − 2
}

son periódicos, por lo

tanto cadena-recurrentes y como

Q ⊆ |C| ⇒ {z ∈ C : |z| = 1} = Q ⊆ |C| = |C|

⇒ {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1} ⊆ {0} ∪ |C| ⊆ {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1}

y como 0 también es periódico

∴ |C| = {0} ∪ |C| = {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1}

Análogamente para |N |

Q ⊆ |N | ⊆ |C| ⇒ Q ⊆ |N | ⊆ |C| ⇒ |C| = {0} ∪Q ⊆ |N | ⊆ |C|

∴ |N | = |C| = {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1}

Todo esto nos permite deducir el siguiente diagrama:

x ∈ C periórico ⇔ x ∈ {0} ∪Q 6= ∅ ⇒ x es quasi-periórico

⇒ x es almost-periodic ⇒ x es recurrente ⇒ x es non-wandering

⇔ x es cadena-recurrente ⇔ x ∈ {0} ∪ {z ∈ C : |z| = 1}

(e) Dentro desarrollo de la parte (a) probamos que

∀ δ′ > 0 ∃ n ∈ N :

(
1 +

δ′

2

)2n

− 1 ≥ 1

con esto en mente consideremos x ∈ C, con |x| ≥ 1, ε = 1, δ > 0, y =
(

1 + δ
2|x|

)
x y

n ∈ N que cumple la propiedad anterior para δ′ = δ
|x| , entonces

d(y, x) = |y − x| =
∣∣∣∣(1 +

δ

2|x|

)
x− x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ δ

2|x|
x

∣∣∣∣ =
δ

2
< δ

y además

d(T n(y), T n(x)) = |T n(y)− T n(x)| ≥ |T n(y)|− |T n(x)| =
∣∣y(2n)

∣∣− ∣∣x(2n)
∣∣ = |y|2

n

−|x|2
n

=

(
1 +

δ

2|x|

)2n

|x|2
n

− |x|2
n

=

((
1 +

δ′

2

)2n

− 1

)
|x|2

n

≥

((
1 +

δ′

2

)2n

− 1

)
≥ 1 = ε

resumiendo ∀x ∈ C, con |x| ≥ 1 y las elecciones de ε e y ∈ C como antes tenemos

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃n ∈ N ∃y ∈ C : d(x, y) < δ ∧ d(T n(y), T n(x)) ≥ ε
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∴ |x| ≥ 1 ⇒ x no es equiscontinuo ⇔ x /∈ E

es decir
x ∈ E ⇒ |x| < 1

Por otro lado sea x ∈ C, con |x| < 1 y ε > 0 entonces

|x| < 1 ⇒ 2|x| = |x|+ |x| < 1 + |x| ⇒ |x| < 1 + |x|
2

y

|x| < 1 ⇒ 0 < 1 + |x| < 2 ⇒ 0 <
1 + |x|

2
< 1⇒ lim

n→∞

(
1 + |x|

2

)2n

= 0

por lo tanto

∃N ∈ N : n ≥ N ⇒
(

1 + |x|
2

)2n

<
ε

2

aśı definiendo δ = min

{
1− |x|

2
,
ε

2N

}
tenemos

d(y, x) < δ ⇒ |y| − |x| ≤ |y − x| = d(x, y) < δ ≤ 1− |x|
2

⇒ |y| < 1 + |x|
2

< 1

con lo cual

n ≥ N ⇒ max{|x|2
n

, |y|2
n

} <
(

1 + |x|
2

)2n

<
ε

2

⇒ d(T n(y), T n(x)) = |T n(y)− T n(x)| ≤ |T n(y)|+ |T n(x)|

= |y(2n)|+ |x(2n)| = |x|2
n

+ |y|2
n

<
ε

2
+
ε

2
= ε

además para n = 0, N tenemos que

d(y, x) < δ ⇒ d(T n(y), T n(x)) < 2nδ ≤ 2Nδ ≤ 2N
ε

2N
= ε

en efecto, la propiedad se tiene para n = 0 y por induccion tenemos

d(T n(y), T n(x)) < 2nδ ⇒ d(T n+1(y), T n+1(x)) = |T n+1(y)− T n+1(x)|

= |T n(y)2−T n(x)2| =
∣∣∣(T n(y)− T n(x)

)(
T n(y) + T n(x)

)∣∣∣ =
∣∣∣T n(y)−T n(x)

∣∣∣ ∣∣∣T n(y)+T n(x)
∣∣∣

< 2nδ
∣∣∣T n(y)+T n(x)

∣∣∣ ≤ 2nδ
(
|T n(y)|+|T n(x)|

)
= 2nδ

(
|y|2

n

+|x|2
n
)
≤ 2nδ

(
1+1

)
= 2n+1δ
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Resumiendo sea x ∈ C, con |x| < 1 y ε > 0 elegimos δ > 0 como antes y aśı

d(y, x) < δ ⇒ d(T n(y), T n(x)) < ε ∀ n ∈ N

lo que prueba
|x| < 1 ⇒ x equiscontinuo ⇔ x ∈ E

Finalmente concluimos que
x ∈ E ⇔ |x| < 1

y con ello (C, z2) no es equiscontinuo.

(Sensitividad) Sea ε > 0, x ∈ C, con |x| < 1. Por la equiscontinuidad de x
existe δ > 0 tal que

d(y, x) < δ ⇒ d(T n(y), T n(x)) < ε ∀ n ∈ N

lo que prueba que (C, z2) no es sensitivo.

(Positiva-expansividad) Igual a la anterior: Sea ε > 0, x ∈ C, con |x| < 1. Por
la equiscontinuidad de x existe δ > 0 tal que

d(y, x) < δ ⇒ d(T n(y), T n(x)) < ε ∀ n ∈ N

con lo cual tomando y ∈ Bδ(x) \ {x} tenemos

∀ ε > 0 ∃x 6= y ∀ n > 0 d(T n(y), T n(x)) < ε

lo que prueba que (C, z2) no es positivamente expansivo.

(Propiedad Mezcladora) Sean los abiertos U = {x ∈ C : |x| < 1} y V = {x ∈ C :
|x| > 1}, como T (U) ⊆ U y U ∩ V = ∅ entonces

∀n ∈ N T n(U) ∩ V ⊆ U ∩ V = ∅

lo que prueba que (C, z2) no es mezclador.

2. Sea (X,T ) un sistema sensitivo, notemos que ({a}, Id) es siempre un factor de (X,T ) con
la función de conmutación ψ(x) = a ∀x ∈ X, pero ({a}, Id) no puede ser sensitivo pues las
distancias son siempre 0 (sólo tiene un elemento).

3. Consideremos (X,T ) donde X = [0, 1) y T (x) = 2x mod 1 y Z = {0, 1/2}.
Notemos que T (Z) = {T (0), T (1/2)} = {0} ⊂ Z y Z es cerrado, por lo tanto (Z, T ) es
subsistema cuya topoloǵıa inducida son las partes de Z.
Es decir si tomamos U = V = {1/2} abiertos de Z tenemos

∀ n > 0 T n(U) ∩ V = T n({1/2}) ∩ {1/2} = {0} ∩ {1/2} = ∅

con lo cual (Z, T ) no es mezclador. En otras palabras un sistema mezclador puede tener
un subsistema propio no mezclador.
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