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TAREA 1.
Sistemas Dinamicos Discretos. 525612.

1. Considere el sistema (C, 2?)

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

Encuentre puntos fijos, periddicos, decida si son atractores.
Encuentre 4 subsistemas diferentes.
Estudie las 4 relaciones, decida minimalidad, transitividad y cadena-transitividad.

Decida existencia de puntos quasi-periodicos, almost periodic, recurrentes, non-wandering
y cadena-recurrentes.

Encuentre puntos equiscontinuos, decida equiscontinuidad, sensitividad, positiva ex-
pansibidad y propiedad mezcladora.

2. Demuestre que la sensitividad no se hereda a los factores.

3. Responda si es o no posible que un sistema mezclador tenga un subsistema propio no mez-
clador.

Desarrollo.

1. (a)

z punto periédico & In >0 z=T"2)=2*) o In>0 2(*"V-1)=V—2=0

Sz=0 VvV An>0 2 V=1s2:=0 Vv z=¢"con 96{2n T

2 -
m -k::0,2n—2}
@ze{o}u{e%":neN,kzom—Q}:{0,1}u{e%i:neN,k:1,2n—2}
En particular
zpunto fijos 2 =T(2) =2 & 2> —2=2(2-1)=0& 2 € {0,1}
Notemos ademas que
27k e —
{eW’:nEN,k:O,T‘—Q}C{ZEC:|Z|:1}

por lo tanto si z # 0 es un punto periédico entonces |z| = 1, definiendo:

) )
A={z},e=1,6>0, x:(1+§)z, n € Ntal quen2—10g210g2(1+§)



J d
notemos que 1+ 3> 1 = logy(1+ 5) > log, 1 = 0 entonces

J
= 2"log,(1+ =) >1

)
n > —log, logy (1 + 5) = 2" > 9~ logy logy (1+5) _ 2

N log,(1 + g)

A 5 A
;»<1+§> =22 1°g2<1+2>221:2:>(1+§) —-1>1

por otro lado

d(z,A) =d(z,{z}) = |z — 2| = ‘(1 + é)z -z

5 :§\2|:§<(5

2 2

y ademas

T o), ) = (T (0), (1) = [T20) = 2| = || = o = (14 3) 12112

AN\ . S\
—<1+§> |Z|2 —|Z|—<1+§> —12128

resumiendo para A = {z},3e=1>0,V3d>03Iz=(1+2)z 3In €N tal que
dlx,A)<é N d(T"(x),A) >«

es decir A no es estable, con lo cual A = {z} no es atractor.
Para el caso A = {0} tenemos que Ve >035=1>0

1=6>d(z,4) = d(z,{0}) = |z = 0| = [2| = d(T"(2), A) = |T"(x)| = |«|*"
= 0 < lim d(T"(z), A) = lim |2|®"”) < lim 6" =0

n—oo n—oo n—oo

por lo tanto A = {0} es atrayente.
Para la estabilidad tenemos que Ve > 0 3 § = min{1,e} > 0 tal que ¥Yn > 0

lz| = d(z,A) <5 <1=d(T"(z),A) = |2 = |2|®) < |z| <6 < e = d(T™(z),A) < e

por lo tanto A = {0} es estable, y junto a lo anterior deducimos que es atractor.

Definimos los siguientes subsistemas de (C, 2?)

Y, = R

Y, = {z€C:|z| <1}

Y5 = {2€C:|z|>1}

Yy == {z€C:|z| =20 n e Ny}

En efecto Y7, Ys, Y3 son evidentemente cerrados y para Y, tenemos

Y ={zeC:|z| <2} U (U (zeC:20) < |2 < 2(2n+1)}>

neNp

2



por lo que Y, es la unién de conjuntos abiertos, es decir Y; es cerrado. Ademads

reYi=R=T@)=2>=x-2eR=Y, STy
reYo=z|<1=|T@)| ==z <|z|<1=Tk)eY, .. T(Y)CY,
reYs=lr|>1=T(@)|=2*=z>|z|>1=Tx)eYs .. T(Y3)CYs

reY,=IeN, |2/=2%"=3neN, |[T(x)| =% =z = (2¥")> =222 =20"")
=T(x) €Yy s Ty Y,
Finalmente tenemos que Y7, Y5, Y3 v Y, son subsistemas.

Sea (C,T) con T'(z) = 2%, 0 < e < 1 y {z;}Y, una e-cadena de 0 a z, probaremos que

paraz =10

supongamos que |z;| < 1 con lo cual

d(T(x:), 2i11) <& = |Tipa| = [T(@s) + (@iga = T(@))| < |T(@3)] + i = T(w3)]

1
2

o

1\’ 1
< || 4+e=|zP+e< (§> +€§Z+

en particular |z| = |zy| < 3 con lo cual

(0,2) € C = existe una e-cadena de 0 a z con 0 <& < I = |z| <

N —

Entonces Vz € C tal que |z| > § se tiene (0,z) ¢ C y con ello C # C x C
Finalmente deducimos que

(C, 2?) no es cadena-transitivo
= (C, 2?) no es transitivo
= (C, 2?) no es minimal

[21(l=] = 1)

Sea z € C\ {0}, con |z| # 1. Consideremos z € C, ¢ = 5

>0y {z}Y, una

e-cadena de z a x, entonces
Vi=1N dT(zia),z)<e A |zl =zl =20 = lal = T (zi)] = |2

= |21 = 124

= |7 i)l = 124

= |Zi—1|2 — |Zz| <e A |Zz| — |Zi_1|2 <e€

< ‘T(Zifl) — Zi| <e€
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= ‘21;1’2 —e< ’Zz‘ VAN ‘21;1’2 +e&> ’,le

Caso |z| > 1
_1 2 _ 2 2 _
e = ’Z’(‘ZQ‘ ) = |Z|2—€: |Z|2— ‘Z‘ 5 |Z‘ — ’Z‘ ;_|Z’ _ |Z|—|— ’Z| 5 ’Z’ — |Z|—|—€
se tiene
|z| +e<|z| Vi=1,N
en efecto, para i = 1 se tiene
|Z| +e= |Z|2 —&= ’21_1|2 —e< |Zl|
y ademas
|zl Fe<|zl = |zlte=|2P—e< (2] +e)® —e < |a|* — € < |24

en particular

d(z,2) = |z — 2| = [z] — |2 = |an] — |2[ > ¢
Caso |z| < 1
Anélogo al caso anterior tomamos ¢ = M y con ello

|2]? + e = [2]* = (=€) = [z + (—e) = |z] —¢
se sigue que

2| —e> |z Vi=1,N
en efecto, para i = 1 se tiene
|zl —e = |2z* +e= |z + & > |2|
y ademas
|zl —e> |z = |z|l—e=1zP+e> (2] —e)* +e>|ul* +e> |zl

en particular

d(z,2) = |z — x| = 2] — [z = |2] — [en] > €
resumiendo: Sea z € C, con |z| # 0, |z| # 1 tenemos

-1
(z,2) € C=d(z,2) > %’ >0=z#ux

por lo tanto
z€|C] e (2,2)€C=|2|=0 V |z|=1

es decir

IC|] C {0ju{zeC:|z| =1}



Por otro lado vimos que @) := {e%i neNk=0,2"— 2} son periédicos, por lo
tanto cadena-recurrentes y como

Qclel = {zeC:ll=13=0cic=[c|
S {0Ju{zeC:|z|=1} C {ojulc] < {0lu{zeC:||=1}

y como 0 también es periédico
Cl=A{0}ulC| ={0}u{z e C: [z =1}
Andlogamente para [N

QEWIclcl = QcNIclel = [cl={0tuQcNIcc|

NI =ICl={0yu{zeC:[z[ =1}
Todo esto nos permite deducir el siguiente diagrama:
x € Cperidrico & xe€{0}UQ#0 = =z es quasi-peridrico
= 1« es almost-periodic = x es recurrente =z es non-wandering

<z es cadena-recurrente & € {0jU{zeC:|z| =1}

Dentro desarrollo de la parte (a) probamos que

7\ 2"
V& >03IneN: (1+%) —-1>1

con esto en mente consideremos x € C, con || > 1, e =1,0 >0,y = (1 + ﬁ) Ty

n € N que cumple la propiedad anterior para ¢’ = %, entonces
) 4]
d =ly—zl=|({l+=—|x—2|=|—2|=2<90
) =ty =t =|(1+ 517 ) o] = |ge| =
y ademas
d(T"(y), T"(x)) = |T"(y) = T"(x)| > |T"(9)| = [T"(z)| = [y*")| =[] = [y[*" — |=*

5\ S\ S\
_ 0 2 2t 9 . 2" o . >1—
<1+2|$|) || || <<1+ 2) 1> |z|” > <<1+ 2) 1) >1=¢

resumiendo Vo € C, con |z| > 1y las elecciones de € e y € C como antes tenemos

>0V >0IneNIyeC: dz,y)<d A dT"(y),T"(x)) > ¢



|lz] >1 =z noesequiscontinno < x¢&&
es decir
ref = J|z|<1

Por otro lado sea € C, con |z| <1y ¢ > 0 entonces

lz] <1 = 2z|=lz|+|z|<1+]z] = |z|<

1 1 2
lz] <1 = 0<l4z/<2 = O<#<1:>lim( +|I|) —0

por lo tanto

1 _
asi definiendo § = min{ =] , 2%} tenemos
1 — ||
dly,z) <o = |yl-lel<ly-2l=dly) <d<——
1+ |z
= |yl<——<1
2
con lo cual -
n n 1 €
2N s el ) < (S) <

= d(T"(y), T"(x)) = |T"(y) = T"(x)| < [T"(y)| + |T" ()]

n n n n 9 9
= [y + 2 =+ < 55 =

ademas para n = 0, N tenemos que
mn mn n €
dly,v) <d = d(T"(y),T"(x)) < 2" <2N§< 2N2—N =¢
en efecto, la propiedad se tiene para n = 0 y por induccion tenemos

d(T"(y), T"(z)) < 2" = d(T""(y), T (2) = [T"" (y) — T (2)]

= ()= T"(@)) = |(T"() = T"(@)) (T () + T"(x)

<25 T”(y)+T”(a:)’ ) (]T”(y)|+]T”(x)\> =25 (yy\2”+|a;|2"> < 2n5 <1+1) = gntlg

T (y)~T" ()

T (y)+T" ()|



Resumiendo sea z € C, con |z] <1y e > 0 elegimos 6 > 0 como antes y asi
dly,z) <o = d(T"(y), T"(x))<e VneN

lo que prueba
lz| <1 = = equiscontinuo <« z€€&

Finalmente concluimos que
ref & Jrl<1

y con ello (C, 2?) no es equiscontinuo.

(Sensitividad) Sea ¢ > 0, x € C, con |z| < 1. Por la equiscontinuidad de z
existe 0 > 0 tal que
dly,z) <o = dT"(y), T"(z)) <e VneN
lo que prueba que (C, 2%) no es sensitivo.
(Positiva-expansividad) Igual a la anterior: Sea ¢ > 0, x € C, con |z| < 1. Por
la equiscontinuidad de z existe 6 > 0 tal que
dly,z) <6 = dT"(y),T"(z)) <e VneN
con lo cual tomando y € Bs(x) \ {z} tenemos

Ve>03dz#yVn>0 dT"(y), T"(z)) <e
lo que prueba que (C, 2%) no es positivamente expansivo.
(Propiedad Mezcladora) Sean los abiertos U = {z € C: |z|<1}yV ={zeC:
|z| > 1}, como T(U) CU y UNV = () entonces
VneN THU)NV CUNV =0

lo que prueba que (C, 2%) no es mezclador.

2. Sea (X,T) un sistema sensitivo, notemos que ({a}, Id) es siempre un factor de (X,7") con
la funcién de conmutacién (x) = a Vo € X, pero ({a}, Id) no puede ser sensitivo pues las
distancias son siempre 0 (sélo tiene un elemento).

3. Consideremos (X,7T") donde X =[0,1) y T'(z) =2z mod 1y Z = {0,1/2}.
Notemos que T'(Z) = {T'(0),7(1/2)} = {0} C Z y Z es cerrado, por lo tanto (Z,T) es
subsistema cuya topologia inducida son las partes de Z.
Es decir si tomamos U =V = {1/2} abiertos de Z tenemos

Va>0 T'(U)NV =T"({1/2)) N {1/2} = {0} N {1/2} =0

con lo cual (Z,T) no es mezclador. En otras palabras un sistema mezclador puede tener
un subsistema propio no mezclador.



