Optimizacion de Procesos 540.258
2022-1

Certamen 2
pauta

1. (1.5 ptos.) Una companiia produce tres productos (A, B y C) para lo cual utiliza 3 lineas de produccion
(L1, L2 y L3). Se requiere determinar el esquema de produccién que maximiza la utilidad. El producto
A tiene que ser procesado en las lineas L1, L2 y L3, el producto B requiere L1 y L3 y el producto C
requiere L1 y L2. La utilidad por unidad para cada producto es $4, $2 y $5 para A, B y C,
respectivamente.

La formulacion del problema es la siguiente:

Maximizar Utilidad = 4x; + 2x, + 5x3

Sujeto a: X1 + 2x, +x3 <430
3x; + 2x3 < 460
X1 + 4x, < 450

Donde x4, x,, x3 son las cantidades de producto A, By Cy las restricciones representan las capacidades
de laslineas L1, L2y L3.

a) Resuelva este problema de programacion lineal mediante la metodologia simplex.

Hay que transformar el sistema a su forma estandar. Es decir, la funcion debe ser de minimizacion y
las restricciones de igualdad afiadiendo variables de holgura.
Queda de la siguiente manera:

Minimizar f=—4x; —2x, — 5x5

Sujeto a: X1+ 2x, + x3 + x4 = 430
3x1 + 2x3 + x5 = 460

xl +4x2 +x6 = 4‘50

El sistema se encuentra en forma candnica y la solucién basica que se tiene es factible. En efecto x, =
430, x5 = 460, xg = 450y x1,x9,x3 =0

Se puede escribir como tabla:

Xq Xo X3 Xy X5 Xg b b/a
1 2 1 1 0 0 430 430
3 0 2 0 1 0 460 230
1 4 0 0 0 1 450 o0
—f -4 -2 -5 0 0 0 0
min Cj <0

Dado que el menor b/a es 230, la variable basica xs pasa a ser no basica, mientras que Xz pasa a las
bésicas. Se pivotea en el término en negrita para eliminar xs de toda la columna, excepto en el punto
de pivoteo. Asi:



X1 Xo X3 X4 X5 Xg b
1 2 1 1 0 0 430
1.5 0 1 0 0.5 0 230
1 4 0 0 0 1 450
—f -4 -2 -5 0 0 0 0
Xq Xy X3 Xy X5 Xg b b/a
-0.5 2 0 1 -0.5 0 200 100
1.5 0 1 0 0.5 0 230 o0
1 4 0 0 0 1 450 112.5
—f 3.5 -2 0 0 2.5 0 1150
min Cj<0

La funcién disminuy6 de 0 a -1150.

Dado que el menor b/a es 100, la variable basica x4 pasa a ser no basica, mientras que x; pasa a las
basicas. Se pivotea en el término en negrita para eliminar x. de toda la columna, excepto en el punto

de pivoteo. Asi:

X1 Xo X3 X4 X5 Xg b
-0.25 1 0 0.5 -0.25 0 100
1.5 0 1 0 0.5 0 230
1 4 0 0 0 1 450
—f 3.5 -2 0 0 2.5 0 1150
X1 Xq X3 X4 X5 Xg b
-0.25 1 0 0.5 -0.25 0 100
15 0 1 0 0.5 0 230
2 0 0 -2 1 1 50
—f 3 0 0 1 2 0 1350

La funcién disminuy6 de -1150 a -1350.
Todos los Cj son positivos, la solucién factible es 6ptima.

X1 = 0
X, = 100
x3 = 230

f=-1350

La utilidad maxima es 1350

El esquema de produccion 6ptimo es 0 unidades de A, 100 unidades de B y 230 unidades de C

b) La resoluciébn de este problema mediante el comando Solver de Excel entrega la siguiente
informacion:



Restricciones

Final Sombra Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor Precio Ladoderecho Aumentar Reducir

SCS20 Linea 1l 430 1 430 25 200
SCS21 Linea 2 460 2 460 400 50
SCS22 Linea3 400 0 450 1E+30 50

Determine, en base a esta informacion, la utilidad maxima cuando: i) la capacidad de la linea 1 se
reduce en 122 unidades, ii) la capacidad de la linea 2 se aumenta a 580 y iii) la linea 3 aumenta su
capacidad a 700.

Hay que utilizar la definicion de precios sombra
A

Y
" Ab

Para cada caso hay que cuidar que el cambio en el lado derecho de la ecuacién no sobrepase lo
indicado en la tabla (‘permisible aumentar o disminuir’) porque en ese caso las restricciones activas en
el éptimo serian diferentes y los precios sombra cambiarian.

)

Entonces:

U=U,+ A0b

U=1350+ 1x—-122
U=1228

U = 1350 + 2 x (580 — 460)
U = 1590

ii)
U = 1350+ 0 x (700 — 450)
U = 1350

Cambios en la capacidad de las lineas 1 y 2 tienen los efectos esperados en la utilidad maxima. La
linea 3 no afecta el 6ptimo. Esta informacion puede usarse para tomar decisiones en la empresa, por
ejemplo si invertir en mejorar una linea de produccion es (til o no.

2. (1.5 ptos.) Considere el siguiente problema de programacion lineal:
Maximizar f=3x1+x,
Sujeto a: —2x1 + X, =2

X1 + Xy <6

x1£ 1
xX1,%X, =0



a) Resuelva el problema de manera gréfica.
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Del gréfico, el maximo se encuentra en la interseccidn de las restricciones x; +x, <6y x; <1
Entonces:

La funcion objetivo en el maximoes: f =3+5=38

b) Resuelva el problema mediante el método simplex. Indique en el gréafico cada punto de iteracion del
algoritmo.

Hay que transformar el problema a su forma estandar. Es decir, la funcién debe ser de minimizacién y
las restricciones de igualdad afiadiendo variables de holgura

Minimizar g=-3x1—x;

Sujeto a: —2x1 + x5 —x3 =2
X1 +X,+x,=06
Xy +xs5=1

Dado que el sistema no esta en su forma canénica, no se dispone de una solucion basica factible para
comenzar el algoritmo y se debe usar la fase I, que busca una solucion basica factible. Se agregan las
variables artificiales y se minimiza W = y; + y, + y;

X1 X2 X3 X4 X5 Y1 Y2 Y3 b
-2 1 -1 0 0 1 0 0 2
1 1 0 1 0 0 1 0 6
1 0 0 0 1 0 0 1 1
—g -3 -1 0 0 0 0 0 0 0
-W 0 0 0 0 0 1 1 1 0

Se eliminan las variables artificiales de la ecuacibn W para dejarlas como variables basicas con el
sistema en forma canénica:

X1 X2 X3 X4 X5 V1 Y2 Y3 b b/a
-2 1 -1 0 0 1 0 0 2 2
1 1 0 1 0 0 1 0 6 6
1 0 0 0 1 0 0 1 1 o0
—-g -3 -1 0 0 0 0 0 0 0
-W 0 -2 1 -1 -1 0 0 0 -9
min dj <0

Dado que el menor b/a es 2 la variable basica y: pasa a ser no basica, mientras que X, pasa a las
basicas. Se pivotea en el término en negrita para eliminar x. de toda la columna, excepto en el punto
de pivoteo. Asi:



X1 X2 X3 X4 X5 V1 Y2 Y3 b b/a
-2 1 -1 0 0 1 0 0 2
3 0 1 1 0 -1 1 0 4 1.33
1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
-g -5 0 -1 0 0 1 0 0 2
-W -4 0 -1 -1 -1 2 0 0 -5
min dj <0

La funcién W disminuy6 de 9 a 5.

Dado que el menor b/a es 1 la variable basica ys pasa a ser no basica, mientras que x; pasa a las
bésicas. Se pivotea en el término en negrita para eliminar x1 de toda la columna, excepto en el punto
de pivoteo. Asi:

X1 X2 X3 X4 X5 V1 Y2 Y3 b b/a
0 1 -1 0 2 1 0 2 4
0 0 1 1 -3 -1 1 -3 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1 1 o0
—-g 0 0 -1 0 5 1 0 5 I
-W 0 0 -1 -1 3 2 0 4 -1
min dj<0

La funcién W disminuy6 de 5 a 1.

Hay dos dj < 0 negativos iguales, arbitrariamente se elige el de la columna de Xa.

Dado que el menor b/a es 1 la variable basica y, pasa a ser no basica, mientras que X3 pasa a las
basicas. Se pivotea en el término en negrita para eliminar x; de toda la columna, excepto en el punto

de pivoteo. Asi:

X1 X2 X3 X4 X5 V1 Y2 Y3 b
0 1 0 1 -1 0 1 -1 5
0 0 1 1 -3 -1 1 -3 1
1 0 0 0 1 0 0 1 1
—g 0 0 0 1 2 0 1 2 8
-W 0 0 0 0 0 1 1 1 0

Todos los dj son positivos entonces, W es un minimo y ademas es cero. Entonces, se encontré una
solucion basica factible. Se elimina la fila de W y las columnas de las variables artificiales.

Xq Xy X3 X4 X5 b
0 1 0 1 -1 5
0 0 1 1 -3 1
1 0 0 0 1 1
—-g 0 0 0 1 2 8
Dado que los cj son positivos, esta solucién basica factible ademas es la 6ptima.
X1 = 1
Xgo = 5
g=-8
f=8

Corresponde al mismo punto determinado graficamente.



3 (2 ptos.) Se tiene el siguiente problema de optimizacién no lineal:

Minimizar f=(15-x+xy)?

Utilice el método de Newton con la modificacion de Levenberg Marquardt para resolver el problema con
punto inicial (x = 0, y = -1). Efectle 2 iteraciones y determine la curvatura de la regién luego de esas

dos iteraciones. ¢ Es efectivo el método para esta funcion?

Para utilizar el método de Newton se requiere el gradiente y la Hessiana:

d
a_]; =215 —x+xy)(y — 1)
of _
3y " 2(1.5 — x + xy)(x)
62

f_ 2
axz_z(l 2y +y*)

0% f B
a_y2 =
0%f _ 0%f
dxdy  0dydx

2x2

=2(1.5—-2x + 2xy)

Entonces, en el punto inicial:

f(x% =225

8 3
H= 3 0
Valores propios:

8—1 3

det[ 3 —A]
B8—AN(-1)-9=0

A2—-81-9=0

3 —b +Vb?% — 4ac
B 2a

A

_8+v64+36 8110
N 2 2

A

Valores propios: 9y -1

Modificacién de la Hessiana con f = |minA| +1 =2

H=H+pI
~ 110 3
i=l3 l
El gradiente en el punto es:
_[-6
Vi = [ 0 ]

Se resuelve el sistema:



Hs——

5 Sllal=[d]
[ = [ es6)
Entonces, dado que el avance de Newton es t = 1:

x1=x0+s=[_01]+ 1.091]_ 1.091

—-1.6361  1-2.636

f(x1) =6.09
El algoritmo no esta minimizando.

Segunda iteracién, calcular Hessiana:

H = 26.441 —12.867]
—12.867 2.3806
Valores propios:
det 26441 -1 —12.867

—12.867 2.3806—1

A% —28.82161 —102.615=0

—b ++Vb?% —4ac

A= 2a

_ 28.8216 +1830.684 + 410.46 _ 28.8216 + 35.229
N 2 B 2

Valores propios: 32.02 y -3.204

Modificacion de la Hessiana con f = |min 4| + 1 = 4.204
H=H+pI

i= 30.645 —12.867]
—12.867 6.5846

El gradiente en el punto es:
_[17.939
Vf = [—5.3827

Se resuelve el sistema:

30.645 —1125857_v 7.939
[—12.867 6.5846 [] [53827

[s2)= Cieise

Entonces, dado que el avance de Newton est = 1:



x2=ylyg=]| 1091 ] n [:1.3478] _ [:0.2568

—2.636 1.8158 4.4518
f(x?) = 8.41

En este punto se puede calcular la Hessiana, para estudiar si efectivamente la modificacion de L-M
pudo sacar al método de Newton de la regién indefinida:

_ [59.444 8.600
8.600 0.13189

Valores propios:

59.444 — A 8.6

det|""" g6 0.13189 — A

A2 —59.5750 - 66.12=0

1= —b ++Vb?% —4ac
B 2a

559575+ V3549.2 + 264.48 59.575 + 61.755
- 2 - 2

Valores propios: 60.67 y -1.09.

El método de Newton aun, luego de dos iteraciones, sigue estando en una zona indefinida, a pesar de
usar la modificacion L-M.

Se podria usar un método que no use derivadas para minimizar esta funcion (Ej. Nelder-Mead).

Si las minimizaciones fueran exactas o al menos aproximadas (Armijo), se podria asegurar que la
funcién decrezca en cada iteracion. De acuerdo a la figura, se observa que los avances de Newton con
t = 1 son muy agresivos y no alcanzan a encontrar la zona curva donde la funcién tendria el minimo.

1




4. (1 pto.) Se necesita determinar un modelo que permita predecir el rendimiento de un equipo que
depende de dos variables: x;1 y X2. Se efectuaron experimentos y se determiné el valor de la variable
rendimiento ‘y’ en funcion de las variables de entrada.

Dato N° X1 X2 y
1 0.1 1.2 8.10
2 0.2 1.5 12.04
3 0.3 2 16.89
4 0.5 0.1 6.47
S 0.9 0.1 7.91
6 1 0.2 8.68
/ 1.2 0.4 10.52
8 1.3 0.6 12.17

Se sugiere que el modelo tiene la siguiente funcionalidad:
y =a+ bx; + cxy + dx,x, + ex? + fx?
Donde a, b, ¢, d, e y f son constantes de ajuste.
Plantee un problema de optimizacién que permita obtener los pardmetros de ajuste del modelo. Defina

la funcién objetivo y las variables de decisién. Indique un algoritmo de optimizacion adecuado para
resolver el problema.

Un problema de optimizacién plausible para ajustar parametros de un modelo dado un set de datos
experimentales, es minimos cuadrados.

Hay que minimizar el error cuadratico entre la variable medida y la variable calculada por el modelo:
Minimizar:

8
f= Z[Yexp,i - ycalc,i]2
i=1

CON Yeaie; = @+ bxy; + cxp; + dxy %y + exi; + fx3;

Las variables de decision son los parametros: a, b, c, d, e y f, 0 sea 6 variables.

La funcién objetivo es cuadratica, por lo que el método de Newton encontrard el minimo en una
iteracion.

Otros algoritmos como Nelder-Mead, gradiente, Powell, etc, no deberian tener problemas para
encontrar el 6ptimo, aunque con mas iteraciones que Newton.
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